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' Nous établissons une formule du caractère pour les représentations unitaires admis- 

sibles des groupes résolubles presque algébriques sur un corps p-adique et nous en 
déduisons la mesure de Plancherel dans le cas unimodulaire. 
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1 Introduction. Le but de ce travail est de donner une démonstration de la for- 
mule de Plancherel pour une large classe de groupes de Lie résolubles unimodulaires 
qui s'inscrit dans le cadre de la méthode des orbites de Kirillov-Duflo. Pour ce faire, 
nous donnons une description globale des caractères des représentations unitaires ir- 
réductibles génériques : en fait nous établissons au voisinage de chaque élément semi- 
simple une formule du caractère. Notre formule s'inspire fortement de celles établies 
dans le cas réel par Dufio-Heckman-Vergne [11] (séries discrètes des groupes réductifs), 
Bouaziz [4] (représentations tempérées des groupes réductifs), Khalgui-Torasso [21] 
(groupes presque algébriques réels). Notre démonstration de la formule de Plancherel 
s'inspire également de celles mises en œuvre dans le cas réel par Dufio-Vergne [14] pour 
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les groupes réductifs et par Khalgui-Torasso [22] pour les groupes presque algébriques 
réels. 

Soient k un corps local non archimédicn de caractéristique zéro et ç un caractère non 
trivial de {k, +). On considère {G, F, G) un groupe résoluble presque algébrique sur k 
(voir le numéro 2.8 ci-après), on note q son algèbre de Lie et q* le dual de q. Dans [9], 
M. Duflo a donné une paramétrisation du dual unitaire de G, l'ensemble des classes 
des représentations unitaires irréductibles de G : pour chaque forme linéaire g sur g, 
on note G{g) le stabilisateur de g dans G et Q{g) son algèbre de Lie ; on désigne par 
Mp{Q/Q{g)) le groupe métaplectique de Weil et on considère G{gy le produit fibré 
de G{g) par Mp{Q/Q{g)), c'est un revêtement d'ordre deux de G{g) dont l'élément 
non trivial du noyau est noté (1,-1). On définit un caractère Xg de '"G{g)^, radical 
unipotent de G{gY, en posant, 



On note 1g(5') l'ensemble des classes des représentations unitaires irréductibles r de 
G{gY dont la restriction à '^G{gy est multiple de Xg et telle que t(1, —1) = — Id. Si g 
est de type unipotent (i.e. g est nulle sur un facteur réductif de Q{g)) et r un élément 
de Vg(5')) m. Duflo [9] a associé au couple ((7, r) une classe de représentations unitaires 
irréductibles de G, notée tt^^^. Si on désigne par Yq l'ensemble des couples {g,T), où 
g est de type unipotent et r G YG{g), le groupe G opère naturellement dans Yq et la 
correspondance {g, r) 1 — > tt^ induit une bijection de G\Yg sur le dual unitaire de G. 

Supposons désormais que G est résoluble presque connexe, c'est-à-dire G/{F.^G) est 
abélien, ^G étant le radical unipotent de G. Nous montrons qu'il existe un voisinage 
W de dans g tel que, pour tout g E Q* de type unipotent et r G Yclg), il existe une 
forme linéaire Ar sur g{g) dont la restriction à "0(5») est égale à celle de g et tel que, si 
X eUn Q{g), on ait 



Nous considérons ainsi l'orbite co-adjointe Og^Xr construite à partir d'un élément / qui 
a même restriction que g au radical unipotent de q et dont la restriction à Q{g) est A,-. 

Soit s un élément semi-simple de G, G{s) son centralisateur dans G, et g{s) son algèbre 
de Lie. On note Og^x^^g l'ensemble des points fixes de s dans Og^\^. Lorsqu'il n'est pas 
vide, Og.A^.s est une sous-variété localement fermée de g(s)*, réunion d'un nombre fini 
de G(s)-orbites. On munit Cc,,Ar,s de la mesure canonique (de Liouville) dfiOgx^si eeUe 
dont la restriction à chaque G(s)-orbite qu'il contient est la mesure de Liouville. Nous 
définissons une fonction (t>g,T,s sur Og^x^^s : si Z = x.f G Og^x^^s tel que (1 — s) soit un 
endomorphisme inversible de g/g (Z), on a. 



X,(exp(X)) = ç(<y,X>),Xe"s(^). 





0,,.,.(O = <ï>(Px.(5))Tr(-V(5)) 



(1.2) 
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où s est un relevé de s dans G{iy, Px(5) est l'image de s dans Mp(g/g(/)), et $ est le 
caractère de la représentation métaplectique de Mp{q/q{1)) associée à ç (le membre de 
droite de (1.2) ne dépend ni du choix de x & G tel que l — x.f, ni du choix de s situé 
au-dessus de s). La fonction 0g,r,s est G'(s)-invariante. Voir le numéro 8.1. 

Depuis [28], on sait que si l'orbite co-adjointe Og = G. g est fermée dans q* alors 
TTg^r est admissible (à trace) . On note Qg^r son caractère, c'est la fonction généralisée, 
G-invariante, sur G, définie par 

eg,r{<pdGx) = Tr{7rg,r{<pdGx)), if e G^{G), 

où dax est une mesure de Haar sur G. 

Si V est un voisinage ouvert G(s)-invariant assez petit de 1 dans G{s), l'image W de 
G xV par l'application : {x, y) i — > xsyx"^ est un voisinage ouvert G-invariant de s 
dans G et ^ induit un difféomorphisme de l'espace fibré G Xg{s) V sur W. Par suite, 
suivant la méthode de descente, Qg^r possède une restriction Og^r,s à V, symboliquement 
définie par : 

Le résultat principal de la première partie du présent travail est le suivant. 

Théorème 1.0.1 Soit s un élément semi-simple de G. Il existe un voisinage ouvert 
Vs, G (s) -invariant, de 1 dans G{s) tel que pour tout {g,T) G Yq, pourvu que l'orbite 
co-adjointe Og soit fermée dans g*, l'on ait, pour tout j3 G C^(Vs); 



Og,r,s{l^dG{s)x)= (/3oexprfg(,)X) (/)0g,A.,.(Oc^/^o,,;,,,.(O, (1-3) 

OÙ \r est une forme linéaire sur Q{g) vérifiant la condition (1.1), dG{s)X et cig(s)X sont 
des mesures de Haar sur G{s) et q{s) respectivement qui se correspondent. 

Il convient de rappeler ici que dans [28], nous avons démontré pour les groupes de Lie 
à radical co-compact une formule du caractère au voisinage d'clcmcnts semi-simples en 
termes de transformées de Fourier de l'ensemble de points fixes de s dans C^, d'une 
fonction bien définie sur ce dernier, et du caractère de la représentation r. Cela dit, 
l'ouvert de validité de la formule du caractère dépend de la représentation r. De ce 
fait, cette formule est insuffisante pour démontrer la formule de Plancher el de G. 

Dans la deuxième partie, comme application de la formule (1.3), nous donnons, dans 
le cas où G est unimodulaire, la mesure de Plancherel de G. Pour cela, nous étudions 
les formes hnéaires fortement réguhères sur l'algèbre de Lie g. Un élément g & Q* est 
dit régulier si àïmQ{g) est minimale. Alors Q{g) est commutative, on note ]g l'unique 
facteur réductif de Q{g). On dit que g est fortement régulier si de plus ]g est de dimension 
maximale. L'ensemble des éléments fortement réguliers de g*, noté gj^, est un ouvert 
de Zariski, G-invariant, non vide de g*. On montre qu'il existe un ouvert de Zariski 
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fie, G-invariant, non vide de g*, contenu dans 0*^ et invariant par translation par les 
éléments de ("0)^ tel que, pour tout g G VLgi l'orbite co-adjointe G. g est fermée dans 
Q*. Notons image de Q,g P^r l'application restriction de g* à ("g)*. Alors, Q^u est 
un ouvert de Zariski, non vide, G-invariant de ("g)*. 

Les sous-algèbres de Lie jg, g G g^^, sont appelées sous-algèbres de Cartan-Duflo. Toutes 
les sous-algèbres de Cartan-Duflo dans Q sont G-conjuguées (Proposition 12.1.1). Fixons 
un représentant j de cette classe que l'on munit d'une mesure de Haar d]X. On se donne 
une mesure de Haar d^X (resp. dn^X) sur g (resp. "g). Par la suite, nous montrons que, 
pour chaque u G VLjj^ l'orbite G.u admet une mesure positive G-invariant dPcu (cette 
mesure dépend de rfgX, et d^X). Ainsi, il existe une unique mesure borélienne 

positive jÀu sur G\("0)* telle que l'on ait, 

/■ mdi-,ri= I ^ di,^{u) [ (1-4) 

pour toute fonction ip, borélienne positive, ou intégrable sur ("g)*. 

Pour u G flu, soit g G de type unipotent dont la restriction à "g est u. Notons 
jg l'unique facteur réductif de Q{g). Il existe alors a; G G tel que jg = x.j. On munit 
ainsi jg de la mesure de Haar dj^X, image de la mesure de Haar djX par l'application 
j — > jg,^ ' — ^ x.X. Soit Rg un facteur réductif de G{g). On désigne par dj^ax la 
mesure de Haar sur tangente à la mesure de Haar d^^X sur et par d-^^T la 

mesure de Plancherel de i?^ correspondante. On note {Rl)_ l'ensemble des classes des 
représentations unitaires irréductibles r de i?^ telles que t(1, —1) = — Id. On note dgT 

la mesure image de d-r^T sur Yaig) par l'application (i?g)_ — > Yaig), r i — >■ t ® Xg 

(voir le numéro 14.1). On définit une fonction généralisée, G-invariante, ©g.u sur G 
par : 

eo.uivdGx) = 2 / QgA^dax) dgT, ^ G Gr (G), 

où dcx est la mesure de Haar sur G tangente à la mesure de Haar d^X sur g. Le résultat 
principal de la deuxième partie du présent travail est le suivant. 

Théorème 1.0.2 Pour tout (/? G C^{G), on a : 

(p{l)= Q^{ipdGx)dnu{^)- (1-5) 

Pour établir la formule (1.5), nous devons démontrer le résultat suivant : 

^G.ui^dGx) = / {^\uG 7^du,X) (l)d^G.u{l), Gr(G). (1.6) 

J G.u 
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Pour ce faire, la formule (1.6) s'interprète comme une égalité entre fonctions généralisées 
G-invariantes. En utilisant la formule (1.3), nous démontrons qu'elle est satisfaite sur 
les voisinages semi-simples de chaque élément semi-simple de G. Les formules (1.4) et 
(1.6) donnent alors la formule (1.5). 

2 Notations et généralités 

2.1 Dans la suite, k désigne un corps local non archimédien de caractéristique zéro, 
O l'anneau des entiers, et w une uniformisante de O. Le corps résiduel O/wO est fini 
de cardinal q et de caractéristique p. On note v la valuation normalisée de k : v{x) = 
sup{n e Z tel que x G w'^O}. On définit une valeur absolue sur k : \x\p — q""''^\x G k. 
On fixe une clôture algébrique de A; et on prolonge la norme p-adique | . |p de à 
de la manière suivante : si a: G A; ^, on considère un corps L <zk contenant A; et a; et tel 
que l'on ait [L : k] < oo. On pose 

1 

\x\k = \NL/k{x)\^, 

où A^L/jfc désigne l'application norme de L sur k. 

On fixe un caractère ç de A; dans tel que 

Ç|ci = 1 et Ç|î^-io 7^ 1. 

Pour a G A;, on note le caractère de k dans défini par : Ça{t) = ç(at), t E k. 
D'après [41], l'application a E k i — > est un isomorphisme du groupe (A;, +) sur le 
groupe de ses caractères. Enfin, on désigne par dii la mesure de Haar sur k telle que 
dfx{0) = 1. 

2.2 Si X est un espace topologique totalement discontinu (i.e. chaque point de X 

admet une base de voisinages formée par des parties compactes ouvertes) on note 
C^{X) le C-espace des fonctions localement constantes à support compacts. Si A est 
une partie de X, on désigne par 1a sa fonction caractéristique. 

2.3 Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k. On désigne par V* l'espace 
des formes hnéaires sur V. Un réseau de V est un O-module, compact et ouvert. On sait 
qu'un (9-module L est un réseau de V si et seulement s'il existe une base (ei, . . . , e^) de 

\/ telle que L = CciH hCe„. On note L-^ = ^ V* / ç{< l,v >) = 1, pour tout v G 

L} le réseau de V* que l'on appelle réseau dual de L relativement au caractère ç. 

Si </? G C^{V) et dyv est une mesure de Haar sur V, on note {(pdvv)y ou {(pdv)^v la 
transformée de Fourier de la densité (pdyv relativement à ç, c'est l'élément de C^{V*) 
défini par : 

{(fidvv)y{l) — / (p{v)ç{< l,v >)dvv, pour tout l G V*. 
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La base (ei, . . . , e„) de V est dite univolumique pour la mesure de Haar dyv si l'on a 
dyv{L) = 1. Si tel est le cas, on a : 



(iLdvv) 



On appelle mesure duale (relativement à ç) de la mesure de Haar dyv, la mesure de 
Haar dv*l sur V* telle que l'on ait : 

(p{0) = / {(pdvv)y{l)dv*l, pour tout (p e C^{V). 
Jv* 

Soit W un sous-espace vectoriel de V et d^w une mesure de Haar sur W . On appelle 
mesure quotient de dyv par dwW-i la mesure de Haar dv/wi> sur V^/VF donnée par : 

/ ^p{v)dvv = / (p(v + u')(ivi/'W^'^WH/'i' , pour tout (p G C?°(V). 

Jv Jv/w Jw 

D'autre part = {l ^ V\ l\w = 0} s'identifie naturellement à (V/W)*. On munit 
alors W-^ de la mesure de Haar dw±X duale de la mesure de Haar dy/w'^^- On a, pour 
tout leW*, 

{(piwdww)yr,{l) ^ {ipdvv)y(i + X)dw±K (fi e C^{V), 
où / est un élément de V* dont la restriction à est /. 

Soit Q une forme quadratique non dégénérée sur V . Il existe un nombre complexe ^{Q) 
de module 1 satisfaisant l'équation suivante : 



J^J^^{v-w)ç{^Q{w))dvwdvv = CQj{Q) J^^{v)dvv, ^eC^{V), (2.1) 
où cq est une constante strictement positive (voir [40]). 



2.4 On appelle /c-espace symplectique tout couple (V, B) où V est un A;-cspace vec- 
toriel de dimension finie et B une forme bilincaire alternée non dégénérée sur V. Une 
base {ei, ...,€„, fi, ... , fn) de V est dite symplectique si 

B{ei, ej) = B{fi, fj) = et B{ei, fj) = Sij, pour tout 1 <i,j <n, 

Sij étant le symbole de Kronecker. Si on identifie V et son dual V* par B alors le réseau 
r = (Bf=iOei © (B^^iOfj est autoduale (i.e. = r) et la mesure de Haar sur V telle 
que r soit de mesure 1 est la mesure de Haar autoduale, relativement à ç. 

On note Sp{V, B) ou plus simplement Sp{V) le groupe symplectique associé à (V, B) : 

Sp{V) = {a; e GL{V) / B{xv, xw) = B{v,w), pour tout v,w & V}. 
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Un lagrangien de V est un sous-espace vectoriel totalement isotrope par rapport à B 
et de dimension maximale. Pour qu'un sous-espace vectoriel de V soit un lagrangien il 
faut et il suffit qu'il soit égal à son orthogonal par B. Le groupe symplectique Sp{V) 
opère transitivement sur les lagrangiens de V. 

2.5 Soit G un groupe localement compact. Par une mesure de Haar sur G, on entend 
une mesure de Haar invariante à gauche. On se donne une mesure de Haar dox sur G. 
On note la fonction module de G : 

[ ip{xy-')dGX = Aaiy) [ <f{x)dGX, ^ e C^iG), yeG. 

Soit H un sous-groupe fermé de G. On désigne par Aj^ g le morphisme de groupes de 
H dans défini par : 

^H,G{y) = P°^^ y ^H, 

AgKV) 

et par Cc(G; H) le C-espace des fonctions tp sur G, continues à support compact modulo 
H, vérifiant 

^{xy) = AH,G{y)(p{x), pour tout x e G,y e H. 

Le groupe G opère par translations à gauche dans Cc(G; H) et il existe, à une constante 
positive près, une unique forme linéaire positive, G-invariante, sur cet espace. Une telle 
forme linéaire est appelée dans la suite une mesure invariante sur G/ H. En particulier, 
si dffX est une mesure de Haar sur H, il existe une unique mesure invariante dc/HX sur 
G/ H telle que 

/ ip{x)dGX^ l { ip{xy)AH,G{y)~^dHy}dG/HX, pour tout </? e C~(G'). 

JG JG/H JH 

La mesure invariante dG/H^ s'appelle le quotient des mesures de Haar dGX et dnx. 

2.6 Soit G un groupe localement compact. Par représentation unitaire de G, on 
entend une représentation unitaire continue de G dans un espace de Hilbert séparable. 
Soit 71 une représentation unitaire de G dans Ti. Si ip E G^{G) et dcx est une mesure 
de Haar sur G, on définit l'opérateur 7T{(pdGx) — jQ(f{x)7r{x)dGX agissant dans T-L, en 
posant, pour tout v,w G T-L, 

< 7r{ipdGx)v,w >= / <f{x) < 7r{x)v,w > dGX, 

J G 

où < , > désigne le produit scalaire dans %. 

On suppose de plus que la topologie sur G est totalement discontinue. Pour chaque 
sous-groupe de G, on désigne par 

— {v eH, 7i{x)v = V, pour tout X G K}. 
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La représentation tt est dite admissible si, pour tout sous-groupe compact ouvert K de 
G, on a dmiT-L^ < +00. On voit que tt est admissible si et seulement si les opérateurs 
7r{(pdGx), (fi e C^{G), sont de rang finis. Si tel est le cas, on définit le caractère de tt 
comme étant la fonction généralisée sur G : 

e^i^dox) = Tr{7r{ipdGx)), ip G C^^iG). 



2.7 Soit G un groupe algébrique défini sur k dont l'ensemble des points rationnels 
est noté G*;. On désigne par "G son radical unipotent, c'est le plus grand sous-groupe 
normal fermé unipotent de G. Il est défini sur k. Un facteur réductif défini sur k de 
G est un sous-groupe réductif R (i.e. "R = {1}) défini sur k tel que G soit produit 
semi-direct de R et de "G. Le sous-groupe R est appelé aussi un fc-facteur réductif de 
G. D'après ([3], Proposition 5.1) G possède un fc-facteur réductif R et tout sous-groupe 
réductif défini sur A; de G est conjugué à un sous-groupe de R par un élément de "G^. 

2.8 Un groupe presque algébrique est un triplet (G, F, G), où G est un groupe algé- 
brique défini sur k, G un groupe localement compact et F un sous-groupe fini du centre 
de G tels que G/ F soit un sous-groupe d'indice fini de G*;, dense pour la topologie de 
Zariski, et la projection canonique pc de G dans G^ soit continue. 

Comme G/ F est d'indice fini dans G^, il est ouvert dans G^ et pc est un homéomor- 
phisme local. Si bien que l'on peut munir G d'une structure de groTipc de Lie sur k de 
telle sorte que pc soit un difféomorphisme local. L'algèbre de Lie de G est canonique- 
ment isomorphe à l'algèbre de Lie Q de G^. Nous dirons que Q est l'algèbre de Lie du 
groupe presque algébrique {G, F, G). Etant donné qu'un sous-groupe unipotent U^. de 
Gfc n'a pas de sous-groupe propre d'indice fini, il est contenu dans G/F. D'après ([9], 
Lemme 11.11) G contient un unique sous-groupe fermé U isomorphe à Ufc par pc;. Les 
éléments de U sont appelés éléments unipotents de G. Il est clair que pc réalise une 
bijection de l'ensemble des éléments unipotents de G sur ceux de G^. Lorsque est le 
radical unipotent "G^ de G^, le sous-groupe correspondant de G, noté "G, est appelé 
le radical unipotent de G. Si R est un /c-facteur réductif de G alors G est produit 
semi-direct de p^^(Rfc) et de '^G. Le sous-groupe pQ^(Ilk) est appelé facteur réductif 
de G. Si pQ^{Tik)/F est abélien, G est dit un groupe résoluble presque connexe . 

Un élément de G est dit semi-simple si son image par pc est semi-simple de G^. On 
obtient une décomposition de Jordan dans G : chaque élément x de G s'écrit de manière 
unique sous la forme 

X Xg.Xy^ Xy^.Xg^ ^2.2) 

où Xs est semi-simple appelé partie semi-simple de x et x„ est unipotent appelé partie 
unipotente de x. 

Sauf mention explicite du contraire le groupe G opère sur lui-même par automorphismes 
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intérieurs, sur g par l'action adjointe, et sur g* par l'action co-adjointe. Si i7 est une 
orbite co-adjointe dans g*, nous désignons par d^çi la mesure de Liouville sur Q (voir 
[28], Paragraphe 11). 

3 Voisinages semi-simples, Application exponentielle. 

3.1 Soit {G, F, G) un groupe presque algébrique d'algèbre de Lie q. On rappelle 
qu'un ouvert W de G est dit semi-simple (ou G-semi-simple s'il est nécessaire de préciser 
le groupe G) s'il est invariant par conjugaison, et si, pour tout a; G G, on a a; G W si 
et seulement si Xg G W, où Xg est la partie semi-simple de x. 

De même un ouvert V de est dit semi-simple (ou G-scmi-simple s'il est nécessaire de 
préciser G) s'il est invariant par l'action adjointe de G, et si, pour tout X G 0, on a 
X G V si et seulement si G V, où Xs est la partie semi-simple de X. 

Les ouverts semi-simples de G (resp. g) sont les ouverts d'une topologie, appelée la 
toplologie semi-simple, sur G (resp. g). 

3.1.1 On choisit désormais une réalisation de G comme Tin sous-groupe algébrique 
de GLmik), défini sur k, et donc comme une sous-algèbre de Lie de 0lj„(A;). On pose, 
pour X G glmik), 

p{X) = sup |A|^, 

OÙ spec{X) désigne l'ensemble des valeurs propres de l'action de X dans k'^. Pour 
£ > 0, on pose 

gs = {Xe 0, p{X) < e}, Gl = {x e G,, p{x - 1) < e}. 
Le résultat suivant est démontré dans [28]. 

Théorème 3.1.1 i) Les ouverts G|, e > 0, forment une base de voisinages semi- 
simples de 1 dans G^. 

a) Les ouverts g^, e > sont invariants par translations par ^ g et forment une base de 
voisinages semi-simples de dans g. 

a" 

3.1.2 On fixe < a < 1 tel que hm — — = et que a > rrr, pour tout n> 2 (voir 
[39], Lemme V.4). Le lemme suivant est dû à Harish-Chandra (non pubhé). 

Lemme 3.1.1 L'application exponentielle 

vn 

exp : g\^{k)a GL^{k)\X ^ ^ —, 
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est un difféomorphisme, dont l'inverse est l'application logarithme : 
log(a;) = ^(-If-^^^^, xeGLraikf. 

n>l ^ 

Si X e gl^{k)a et X E GLm{kY, on a : 

exp{yXy~^) ^ yex.p{X)y~^ , log{yxy~^) ^ ylog{x)y~^ , pour tout y e GL^{k). 

Pour < £ < a, on pose G^ ^ — exp(0£). On a la proposition suivante : 

Proposition 3.1.1 Pour tout {) < e < a, G^ ^ est un voisinage Gk-semi-simple de 1 
dans Gfe et l'application exponentielle exp réalise un difféomorphisme de sur G^^^. 

Démonstration : Soit < e < a. D'après ([6], Paragraphe 11.12), si X = Xg + X„ G Qs 
alors X = exp(X) G Gfc et on a = exp(Xs), Xu = exp(X„). De plus, l'application 
exponentielle induit une bijection de l'ensemble des éléments nilpotents de Q sur l'en- 
semble des éléments unipotents de G^. Ceci prouve que Gk,£ est un voisinage G^-semi- 
simple de 1 dans Gfe. D'après le lemme 3.1.1, exp : — > Gk,e est un difféomorphisme 
de 0£ sur Gk,e- ■ 

3.1.3 Maintenant, nous allons remonter l'application exponentielle à G. On note 

n x{G/F)x-\ 
xeGk 

Alors {G/F)inv est un sous-groupe normal, fermé, et d'indice fini de G^ ; il contient 
tous les éléments unipotents de G^. Ainsi {G/F)inv est un ouvert G^-semi-simple dans 
Gfe. On pose 

qq — sup{0 < e < a, tel que Gk,e C {G/F)i„y}, np — cardinal de F, 
et pour < £ < ttGi 

G, = {a:2--, x^p-JiGk^,)}. 

On a le résultat suivant. 

Proposition 3.1.2 Pour tout < £ < aa, on a : 

i) G^ est un ouvert G-semi-simple de G. 

a) la restriction de pa à G^ est un difféomorphisme de G^ sur Gk,e\2nF\p- 
Démonstration : On note ai : ^^^(Gfe,^) — >PG^{Gk,e\2nF\p), x i — > x^"^, 

«2 : Gk,e >Gk,e\2nF\p: X I )■ X^"^ , et «3 : 0e > 0£|2n^.|p, X I > 2nFX. 
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On considère le diagramme commutatif suivant 



exp 



PG -1 



0C2 



ai 



Q6\2np\p —g^ Gk,s\2nF\p Pg^ {G k,s\2nF\p) 

Puisque exp et «3 sont des difféomorphismes donc 02 l'est aussi. Comme pc est un 
difféomorpliisme local et cti est continue, on déduit que ai est un difféomorphisme 
local. Il s'en suit que est un ouvert de G, invariant par conjugaison par les éléments 
de G. Soit X — XgXu £ G, où Xs est la partie semi-simple et Xu la partie unipotente de 
X. Si Xs € Ge alors il existe y G pQ^{Gk,e) tel que Xg = y'^'^^. Écrivons paiu) = exp(y), 
avec y e 0e semi-simple, et pcixu) = exp(2n/,-Z) = 2;^"^, avec Z G g unipotent. On a : 
[Y,Z] = 0. En effet, puisque Pg{xs) commute avec exp(2ni;'Z) donc Pg(^s) commute 
avec exp{tZ),t G k. Si bien que l'on a exp{tadZ)Y — Y, pour tout t E k. Par suite 
[Y,Z] — 0. On en déduit que pG{y)z — zpaiy) G Gk,e- Soit z l'élément unipotent de 
G correspondant à z. Alors, il existe / G F tel que yz = fzy. Mais f^Fi^np-i) _ 
on a X = y'^'^F^'iriF _ ^y-^np Réciproquement, il est clair que si a; G alors 

Xs G G^. Concernant le deuxième point, on a : paiG^) = Gk,e\2nF\p- L'injectivité de la 
restriction de pc à G^ se démontre sans difficulté. Le résultat se déduit du fait que pc 
est un difféomorphisme local et de la proposition 3.1.1. ■ 



Pour < £ < ac, on vient de démontrer que po ■ G^ — > Gfc,£|2nF|p difféomor- 
phisme; on note qo l'application inverse. On définit ainsi une application, appelée 
application exponentielle, exp^ : Qe\2nF\p — ^ G^, exp^ — qa o exp . 

3.1.4 Soit X un élément de G. On note Gk{pG{x)) le centralisateur de Pg{x) dans 
Gfe. C'est un sous-groupe algébrique de d'algèbre de Lie q{x). Soit < £ < a. 
On a : Gk{pG{^))e — Gk,e H Gk{pG{x)) et l'application exponentielle exp induit un 
difféomorphisme de q{x)^ sur Gk{pG{x))e- D'autre part, l'application : 

PG^(Gfc(PG(a;))) — > F,y\ — > xyx'^y'\ 

est un morphisme de groupes. Son noyau est G{x), le centralisateur de x dans G, qui 
est un sous-groupe fermé et d'indice fini de pQ^{GkipG{x))). De plus, si y G G{x) et 
y = UsUu sa décomposition de Jordan, on a : y s, yu G G{x). Pour < £ < ac, on pose 

G{x), = {y^^- , y G p-a\{Gk{pG{x)))e)}. 



Lemme 3.1.2 Soit xEGetO<s< gg. On a G{x)e = fl G{x) et la restriction de 
expc à Q{x)e\2nF\v difféomorphisme de Q{x)si2nF\p sur G{x)e. 

Démonstration : Si y G pQ^{Gk{pG{.^'))e)) il existe / G F tel que y.x = fx.y ; par suite 
y2nF ç G{x). Ainsi G{x)e C Ge n G{x). Montrons maintenant l'inclusion inverse. Soit 



11 



z e Ge^G{x). Par définition, il existe y ^ Pq {Gk.e) tel que z = |/^"^. Ecrivons pciy) = 
exp(y) avec Y G g^. On voit que Ad{pG{x)) .Y = Y, et par suite exp(F) G Gk{pG{x))s- 
Si bien que z G G{x)s. 

La deuxième assertion du lemme résulte du fait que pc induit un difféomorphisme de 
G{x)e sur Gk{pG{x))e\2nF\p^ d'invcrsc la restriction de qc à Gk{pG{x))e\2nF\p^ et du fait 
que exp réalise un difféomorphisme de Q{x)^\2np\p sur Gk{pG{x))e\2nF\p- ■ 

3.1.5 Soit u un idéal algébrique G-invariant de et m une forme linéaire sur u. On 
note H — G{u) et f) = q{u). Si < £ < ac, on pose 

H,^{y^^- ,y^p-J{{Gk{u)\)}. 

Lemme 3.1.3 Soit < e < ac. On a = G^H H et la restriction de exp^ à i)e\2nF\p 
est un difféomorphisme de i)£\2nF\p ■^^'^ H^. 

Démonstration : Soit x E Ge H H . U existe y G PG^{Gk,e) tel que x = y^"-^. Ecrivons 
Pciy) = exp(F), F G 5e. On a : Pg(i/^"'') = exp{2nFY) G Gk{u). Puisque Gk{u) est 
un sous-groupe algébrique de G^, on a exp{2nFYs),exp{2nFYy) G Gk{u). Il en résulte 
que Ys,Yu G f) et que Y e i). Ainsi exp(y) G {Gkiu))^. Si bien que x G H^. D'où 
H,^G,nH. m 

3.1.6 Dans ce paragraphe, on suppose que q est résoluble. Soit t un facteur réductif 
de g et un facteur réductif de d'algèbre de Lie t. Pour < £ < a, on note 
T,,, = exp(t,), T = PG'(Tfc), et T, = {y^-^ , y G Pë'lTfe,.)}. 

Proposition 3.1.3 Si a est suffisamment petit alors, pour tout Q < s <a, on a : 

k,£ — ^k,£ ^k-i 

qui est un sous-groupe normale de Gfc. La loi dans G^^e ^st donnée par la formule de 
Campbell Hausdorff. Si de plus < £ < aa, on a G^ — T^^G, qui est un sous-groupe 
normal de G. 

Démonstration : Il est clair que, pour tout £ > 0, est un réseau de t et que la 
famille (t£)£>o est une base de voisinages de dans t. Il résulte de ([20], Lemme 1.1) 
et du théorème 3.1.1 que si a est suffisamment petit, pour tout < £ < a, G^^ 
est un sous-groupe normal de G^ et la loi dans G^^^ est donnée par la formule de 
Campbell Hausdorff. Comme g et "G^ sont des sous-groupes de Gk_ej on a Tk,e^Gk C 
Gk^e- Démontrons l'inclusion inverse. D'après le théorème 3.1.1, on a = tg + "g. 
Soit X G tg et y G "g. En utilisant la formule de Campbell Hausdorff, on voit que 
exp(-X) cxp(X + F) G "Gfc. Si bien que cxp(X + F) G Tfc,g"Gfe. 
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Supposons maintenant < s < aa- Soit x G et y E Pq (G^^g) tel que x = y^"^. 
Écrivons y = ygyu sa décomposition de Jordan. Quitte à conjuguer y par un élément de 
"G, on peut supposer que y s G pë^(Tfe,£)- Ainsi y^"^ G et par suite x — yf^^y'^'' G 
T^^G. Si bien que C T^'^G. D'autre part la restriction de pc à T^^G réalise une 
bijection de Tg^G sur Tfc£|2„^|p"Gfe = Gfc^£|2nj7|p- D'après la proposition 3.1.2, on a 
Gg = Tj"G. La dernière assertion de la proposition découle du fait que est un 
sous-groupe normal de T et "G est un sous-groupe normal de G. ■ 

3.2 Dans ce paragraphe, on se donne un élément semi-simple s de G. On désigne 
par Al, . . . , A; (resp. z/i, . . . , z/;/) les valeurs propres distinctes depG(s) dans k'^ (resp. de 
Ads dans Qi — ^^k^)- On définit les nombres a'^{s) et 0(3(5) que l'on note simplement 
a' {s) et a(s) lorsque aucune confusion n'est possible, 

«(s) = inf{|AiA7^ - l|fc,aG}, a' [s) = inf - 1]^, [z/r^ - 1|;^, og}. (3.1) 

Il est clair que a{s) < a' (s), a(l) = qq, et que si Ads — Idg, a'(s) = qq- On a le résultat 
suivant : 

Lemme 3.2.1 Soit < e'{s) < a'{s) et < e{s) < a{s). 

i) Soit y G G{s)s'(s)- Si un vecteur d'un sous-quotient s-invariant de Q ou de Q* est fixé 
par sy, alors il est fixé par s. 

a) Soient g & G, y, y' & G{s)s{s) tels que l'on ait sy' — gsyg~^. Alors g G G(s). 

Démonstration : On commence par démontrer la première assertion du lemme. Soit 
W un sous-quotient 74ds-invariant de g et î; G VF un vecteur fixé par Ad{sy). On 
peut supposer que f 7^ 0. Ecrivons v — J2u''^u, où u parcourt l'ensemble des valeurs 
propres de Ads dans Wj^ et Wj, appartient au sous-espace propre correspondant. Soit 
tel que ^ 0. Comme Ads et Ady commutent, on a Ad{sy).v,, = u,^ et par suite v^, 
est vecteur propre de Ady pour la valeur propre u^^. Ainsi, u est le quotient de deux 
valeurs propres ai et «2 de paiu) dans k"^. On a : 

- = |— - l\k < max{|a;i - 1]^, \a2 - l\k} < e'{s). 
ai 

Compte tenu du choix de s'{s), on a nécessairement z/ = 1. Si bien que l'on a Ads.v = v. 
On démontre de la même façon que si un sous-quotient Ad* s-invariant de g* est fixé 
par Ad*{sy) alors il est fixé par Ad* s. 

Démontrons maintenant la deuxième assertion : si A est une valeur propre de Pg{s), 
on note Vx le sous-espace propre correspondant. Chacun de ces sous-espaces propres 
est stable par paiUs) et PciVs)- Soit 1 < i < / et w G Vx^ un vecteur propre de Pcisy^) 
pour une valeur propre A. Comme sy'g est conjugué à sys, A est aussi une valeur propre 
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de pG{sys). Il existe donc 1 < j < / et a (resp. a') une valeur propre de paiUs) (resp. 
PaiVs)) tels que A = Xja = AjO;'. On a : 

It^ - = - < max{|a - Ij^, |a' - l|fc} < e(s)|2nF|p < e{s). 

Aj ex 

Vu le choix de s{s), j — i et donc a — a'. On en déduit que paig)-'^ £ Si bien que, 
Paig) commute à Pg{s). Ainsi, il existe / G F tel que gsg~^ — fs. Mais, ceci implique 
que y' — fgyg~^ et par suite f — 1- D'où g e G{s). u 

3.3 Soit (M, F, M) un groupe presque algébrique réductif d'algèbre de Lie m. 
Proposition 3.3.1 On a : 

i) Si X E m est nilpotent, est dans l'adhérence de l'orbite de X sous l'action adjointe 
de M (pour la topologie p-adique). 

a) Si X & M alors Xg, la partie semi-simple de x, appartient à l'adhérence de l' orbite 
de X sous l'action conjugaison de M (pour la topologie p-adique). 

m) Si X Exu. alors Xg, la partie semi-simple de X , appartient à l'adhérence de l'orbite 
de X sous l'action adjointe de M (pour la topologie p-adique). 

Démonstration : D'après ([3], Corollaire 6.6), les éléments nilpotents de m forment un 
nombre fini de classes pour l'action adjointe de M^.. Etant donné que M/ F est d'indice 
fini de Mjt, on a le même résultat pour l'action adjointe de M. Soit X e m nilpotent 

et t E tel que \t\p < 1. On considère la suite (t"^X)„gN. D'après ce qui précède, il 
existe ni,n2 G N avec Ui < n2 tels que t"'^X et f^^X soient dans une même M-orbite; 
soit y e M tel que y.X = ^"^-"ix. Alors la suite {y"\X)m£K converge vers 0. 

Montrons maintenant l'assertion ii). Soit G M, où Xg est la partie semi-simple 

et Xu la partie unipotente de x. Ecrivons Xu = exp(X), X G vn{xs) nilpotent. Comme 
Tn.(xs) est réductive, en utilisant le raisonnement précédent, on en déduit qu'il existe 
y G {M/F){pm{xs)) tel que la suite {y^^.X)^^^^ converge vers 0, pm étant la projection 
canonique de M dans M^. Ainsi la suite {y'^Xuy~'^)mm converge vers 1. Soit y e M 
tel que puiv) — U- Alors y"^ commute avec Xs et la suite (^"'^"^xy""'^"^)^^^ converge 
vers Xs- La preuve de iii) est de même style que celle de ii). ■ 

Lemme 3.3.1 Soit un voisinage ouvert M-invariant de (resp. 1) dans m (resp. 
M). Alors, il existe e > tel que trie C (resp. cQ). 

Démonstration : En effet, si ce n'était pas le cas, on pourrait construire une suite 
{Xjn)menx d'éléments de m telle que, pour tout m G N^, 

(1) Xm G mj. ; 
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(2) x„, i n. 

On note X„i,s la partie semi-simple de Xm, iti G N^. On a Xm,s G xn±,m G N^. Comme 

m 

^m,s est dans l'adhérence de l'orbite de X^ (Proposition 3.3.1), on voit que Xm,s ^ ^, 
m eN^. On peut supposer que, pour tout m G N^, X^ est semi-simple. Puisque m ne 
possède qu'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-algèbres de Cartan (voir 
[3], Corollaire 6.5), on peut supposer également qu'il existe une sous-algèbre de Cartan 
f) telle que Xm G pour tout m G N^. Comme (l)j_)meNx est une base de voisinages 
de dans l) donc {Xm)menx converge vers 0. Si bien que X^ G fl pour m suffisamment 
grand. 

Soit < e' < qm- Alors expj;^(m£/|2nF|p) ^ ^ est un voisinage ouvert M-invariant 
de 1 dans M. D'après le raisonnement précédent, il existe < £ < Qm tel que 
exp^(m£|2n^|j C expA^(m£.|2n^|J n O. ■ 

3.4 Soit {G, F, G) un groupe presque algébrique d'algèbre de Lie g et < e < ac- 
Soit m est un réseau de q contenu dans ge|2nF|p et tel que [m, m] C m. Si m est un 
entier suffisamment grand alors expQ{zu"^m) est un sous-groupe compact ouvert de G 
contenu dans G^. On se donne une mesure de Haar dcx (resp. dgX) sur G (resp. g). 
On dit que dax et dgX sont tangentes (ou se correspondent) si 

/ ^eyipQ{-!u"^m){x)dcX = / l.^m^{X)dQX. 
JG Jg 

Soit H un sous-groupe fermé de G d'algèbre de Lie I), et dnx (resp. dt,X) une mesure 
de Haar sur H (resp. f)) telles que ces deux mesures soient tangentes. Alors la mesure 
invariant dc/nx ne dépend de d^X et d^^X que par la mesure quotient d^^^X sur g/f). 
On dit aussi que da/HX et dg/^X sont tangentes. 

4 Méthode de descente. Dans ce paragraphe, nous allons exposer la méthode de 
descente due à Harish-Chandra dans le cas réductif p-adique (voir [19]), à M. Duffo et 
M. Vergue dans le cas des groupes presque algébriques réels (voir [13]), et étendu par 
l'auteur au cas des groupes presque algébriques p-adiques (voir [28]). 

4.1 On a le résultat suivant qui est dû à Harish-Chandra (voir [19]). 

Proposition 4.1.1 Soient X et Y deux variétés k-analytiques et f : X — > Y une 

submersion surjective. Soient fix et fJ^y deux formes volumes sur X et Y respectivement. 
Alors, pour tout a G C^^X), il existe une unique fonction fa G C^iY) telle que, pour 
tout /3 G C~(r), on ait 

j a{x){^of){x)diix{x)^j fMmdMy)- (4-1) 

De plus, supp{fa) C f{supp a) et si (5 est une fonction mesurable sur Y alors f3 est 
localement intégrable sur Y si et seulement si l3o f l'est sur X et, dans ce cas, l'égalité 
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(4-i) reste vraie. L'application a t-^ fa est surjective de C^{X) sur C^{Y). 



4.2 Considérons la situation suivante : soit {G, F, G) un groupe presque algébrique 
d'algèbre de Lie g et s un automorphisme de G dont la différentielle, notée encore s, 
est un automorphisme semi-simple de Q. On note G{s) le sous-groupe des points fixes 
de s dans G et q{s) son algèbre de Lie. On désigne par i/i, . . . ,1/1 les valeurs propres 
distinctes de s dans Qk — ^'^k 0- On pose 

a'{s) = inf - - l|fc,aG}. 

Pour < £ < a'(s), on considère l'application t/j : G x G{s)e — > G, {y, z) h-)- yzs{y~^). 
C'est une submersion en tout point. Ainsi l'image de ip, notée W{s,e), est un ouvert 
de G, *-invariant, oià * est l'opération de G sur lui-même définie par : 

y*z = yzs{y'^), y,z eG. 

On munit G (resp. G{s)) d'une mesure de Haar dcx (resp. da{x)y)- Si et G C^{G x 
G{s)e), on désigne par /3a l'élément de C^(G(s)e), défini par 



Pa{y) = / a{x,y)dGX, y G G{s)e 

J G 



Théorème 4.2.1 On suppose que G est unimodulaire. Soit < £ < a' [s). Soit une 
fonction généralisée ^-invariante sur yV{s,e). Il existe une unique fonction généralisée 
9 s sur G{s)e, G {s) -invariante telle que, pour toute a G G^{G x G{s)e), on ait 

Q{i>adGx) = 0s{/3adG{s)y)- 

De plus, si 9s — alors © = 0. 

Exemple : Soit tt une représentation admissible de G et 5" un opérateur borné et inver- 
sible dans l'espace de tt tels que l'on ait 

Sn{x)S~^ — tt{s{x)), pour tout x E G. 

La fonction générahsée A sur G définie par : 

Ai^dax) = Tr{S o ni^dax)), ^ e C^{G) 

est *-invariante. On obtient ainsi une fonction généralisée sur G{s)s, G'(s)-invariante, 
qui détermine entièrement A sur yV{s,e). 

4.3 Dans ce paragraphe, on se donne un groupe presque algébrique {G, F, G) d'al- 
gèbre de Lie g, s un élément semi-simple de G. On reprend les notations de la section 
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3.2. Pour < s{s) < a'{s), on considère l'application analytique : 

* : G X — > G, {x,y) i — > xsyx'^. 

Alors, \E' est une submersion et son image, noté 117^(5, e(s)) ou simplement VV(s,e(s)) 
lorsque aucune confusion n'est possible, est un ouvert G- semi-simple. De plus, d'après 
le lemme 3.2.1, si e{s) < a{s), alors ^ induit un difFéomorphisme ^ de l'ouvert 
G Xg{s) G{s)e(s) du fibré vectoriel G Xg(s) G{s) sur W{s,e{s)). On choisit une me- 
sure de Haar dcx (resp. dG{s)y) sur G (resp. G{s)). On munit G/G{s) de la mesure 
invariante dG/G{s)i- On a le résultat suivant. 

Théorème 4.3.1 Soit < e{s) < a' (s) tel que ^ soit un difféomorphisme. Soit © une 
fonction généralisée G-invariante sur W(s, s{s)). Il existe une unique fonction générali- 
sée 6, G{s)-invariante, sur G{s)e{s), telle que, pour toute fonction </? G C'^{W{s,e{s))), 
on ait 



/ Qix)ij}ix)dGX — / \àei Adxç.\„{ l 9(y)(p(xsyx ^) x 

JW{s,6{s)) Jg/G(s) ■>'G(s),(,) 

X I dct{Ad{syy^ - l)(Ads-i)s\pdG(s)y}dG/G(s)X. (4.2) 

Réciproquement : si 9 est une fonction généralisée, G{s) -invariante, sur G{s)s(s), la 
formule (4-2) définit une fonction généralisée 6, G-invariante, sur l'ouvert W(s,£(s)). 

Entensions de représentations du groupe de Heisenberg 



5 Dans cette section, nous rappelons certains résultats sur la représentation de Weil 
et le groupe métaplectique. On peut consulter [28], [40], [32] et [26]. 



5.1 Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G, et tt 
une représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert T-i. On note Ind^vr la 
représentation induite que l'on réalise dans l'espace des fonctions </? sur G à valeurs 
dans % mesurables telles que 



^{xy) ^ /^H,G{yY^T^{y ^)^{x) , ^oux X eG ,y & H ei / \\^{x)\\l^dG/HX 

J G / H 

Le groupe G agit sur cet espace par translations à gauche. 



5.2 Soit U un groupe algébrique unipotent défini sur k dont est l'ensemble des 
points rationnels. On désigne par u l'algèbre de Lie de Ufc. À toute forme hnéaire u 

sur u, on associe une classe de représentations unitaires irréductibles de par la 
méthode des orbites de Kirillov [23]. Soit [ une polarisation en u et on note L = exp(t) 
le sous-groupe unipotent de d'algèbre de Lie l On définit un caractère Xu,i de L, 
en posant : 

X„,[(expX) = ç(< u,X >), pour tout X & l. 
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On considère la représentation induite Indj^'' Xu,i, notée 7r„j, réalisée dans l'espace de 
Hilbert T-Li défini en numéro 5.1. Alors tt^^i est une représentation unitaire irréductible 
de Ufe. Sa classe ne dépend pas de l, on la note tt^. Rappelons que 7r„ ne dépend que 
de l'orbite co-adjointe de u. 

5.3 On reprend les notations du numéro 5.2. Soit -u G u*, t et [' deux polarisations 
en u. On note F[/ ( l'opérateur d'entrelacement canonique de Tii dans Tii'. Il est défini 
par la propriété suivante : il existe une mesure dy, L'-invariante, sur L'/L fl L' telle 
que, pour tout a G T-Li, continu à support compact module L, on ait : 

Fi',ia{x) = / a{x.y)xu,i'iy)dy, x e Ufe. 

JL'/LnL' 

La mesure dy sur L'/L fl L' est déterminée par le fait que F(/ 1 est une isométrie de Hi 
dans Hi'. 

5.4 Soit (V, B) un espace symplectique. On note iî = y x A; le groupe de Heisenberg 
associé. La loi dans H est donnée par 

{v, t).{v', t') ^ {v + v',t + t' + l-B{v, v')), pour tout v,v' eV et t, t' e k. 

Alors, H est un groupe unipotent d'algèbre de Lie [) = x /c, où le crochet de Lie est 
donné par 

\{v, t), {v\ t')] = (0, B{v, v')), pour tous v,v' eV et t, t' G k. 

On note E = (0, 1) G i). C'est un élément central de {) et on a : [) = \^ © kE, où on 
a identifié V avec le sous-espace vectoriel de f) constitué des vecteurs {v,0), v G V. 
L'application exponentielle exp : — > H est donnée par 

exp(t' + tE) = {v, t), pour tout v & V , t & k. 

Le groupe symplectique Sp{V) opère dans f) par la formule 

g.{v + tE) — g.v + tE, pour tout v e V , t e k. 

En composant avec l'application exponentielle, SpÇV) opère aussi dans H : 

g. exp{v + tE) — exp{g.v + tE), pour tout v & V , t & k. 

Soit Qq E k^ et E*^ la forme linéaire sur f) définie par : 

^:o(^) = «o,Ko|y = 0. 

Soit également £ un lagrangien de {V,B). Alors 1 = £ © kE est une polarisation en E^^ 
et la représentation (tt^*^^!, "Hi) de H est unitaire irréductible. Elle vérifie la relation 
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7rE*^,i(0, t) = Çao (^)IdH, , pour tout t G k. 



(5.1) 



Pour X e Sp{V), on pose 

Alors ^tte*^,i est aussi une représentation unitaire irréductible de H et vérifie la formule 
(5.1). D'après le théorème de Stone-Von Neumann, ^'TCe*^,i est équivalente à7rE*^,i- Soit 
A{x) l'opérateur de T-Li dans T-Lx.i défini par : A{x)a{y) — o;(x~^.y), a G T-Li, y & H. 
On pose 



Alors, on a : 

SE',^,ii^)~^^E*^Ây)SE'^^A^) = ""^E'^ÂV) ' pour tout yeH. 

De plus, S*^* g : 5*^(1^) — )■ U{'Hi) est une représentation projective de Sp{V) dans 
U{'H[), le groupe des opérateurs unitaires de Tïi. On désigne par Mp{y) l'ensemble 
des couples (x, 0), où x e Sp{V) et est une fonction sur les lagrangiens de V véri- 
fiant les propriétés (15) et (16) de ([28], Paragraphe 24.4). On munit Mp(y) de la loi 
de composition interne introduite dans ([28], Paragraphe 24.4). Il résulte de [40] que 
Mp{V) est un groupe topologique, localement compact, dont la première projection 
fait un revêtement à deux feuillets de Sp{V). Le groupe Mp{V) s'appelle le groupe 
métaplectique et 

SE*^,e : Mp{V) U{%{), (x, 0) ^ 0(^)^^.^,,(x) 

est une représentation fidèle. Elle ne dépend pas du lagrangien £, on la note simplement 
Sei^- C'est la représentation métaplectique de Mp(y). Le résultat suivant est bien 
connu. 

Théorème 5.4.1 

i) Les différents groupes MpiV), quand Oq décrit , sont canoniquement isomorphes. 

a) La représentation métaplectique Se*^ ne dépend de gq que par sa classe dans /k^'^ . 

5.5 Une fonction sur le groupe métaplectique. Soit x G Mp(V) et x — s.Xu 
sa décomposition de Jordan, s — {s,ips) étant la partie semi-simple de x et Xy, étant 
la partie unipotente de x. Soit également (1 — s).V = Wi © W2 une décomposition en 
somme directe orthogonale par rapport à B, où Wi est un sous-espace symplectique 
s-invariant possédant un lagrangien ii stable sous l'action de s et 14^2 est un sous-espace 
symplectique s-invariant possédant un lagrangien £2 tel que {s. £2) r\£2 — (voir [28], 
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Lemme 27). On considère la forme quadratique Qs,i2 sur £2 '■ 

Qs/ii'^) — B{v, {s~^ — 1)"^.^;), pour tout v G £2- 

On note 7ao(Qs/2) = 7(00^5/2) nombre complexe de module 1 associé à la forme 
quadratique aoQs/2 P^^ 1^ formule (2.1). On pose 



<5a„(.ï) = ^aM = M^O + h+ hhaÀQs/,), (5-3) 

£o étant un lagrangien de V{s). D'après ([28], Corollaire 27) le nombre $ap(a;), est bien 
défini, ne dépend ni du choix de la décomposition (1 — s).V = Wi © W2 ni du choix des 
lagrangiens io,ii,i2 de V{s), Wi et W2 respectivement. La formule (5.3) définit une 
fonction sur Mp{V), invariante par conjugaison par les éléments de Mp(V). 

5.6 Une formule du caractère. On se donne un élément semi-simple s de Sp{V). 
On choisit s = (s, ipg) un relèvement de s dans Mp{V). On considère l'action de H sur 
lui-même définie par 

X *y — xys{x~^), pour tout x,y & H. 

L'application ^ : H x H (s) — > H, (x, y) 1 — > x * y est une submersion surjective. On 
pose 

K~s{^dHx) = Tr{SE*^is)7rE*^^^i^dHx)), pour tout ip G C^{H), 
dnx étant une mesure de Haar sur H . Ceci a un sens puisque vr^;*^ est admissible et 
Se-*^ (s) est un opérateur borné. Alors A5 est fonction généralisée sur H ^ *-invariante. 
On désigne par la fonction généralisée sur H[s) associée à A^ par le théorème 4.2.1. 
Alors As détermine entièrement A^, et elle est if(s)-invariante. On note Oe*^ l'orbite 
co-adjointe de E"^ sous l'action de H et Oe*^,s — ^e*^ H i)*{s) l'ensemble des points 
fixes de s dans Oe* ■ Alors Oe* s est une iï(s)-orbite. 

Théorème 5.6.1 Pour tout j3 G C^{H{s)), on a : 

As(/3cîiî(s)î/) = $ao(s)|det(l -s)(i_s)y|p' f {/3 oex.-pdi,(^s)y)l,is)il)dnoE* .(0> 

où dH[s)y est une mesure de Haar sur H{s) et ci(,(s)F est la mesure de Haar sur i){s) 
tangente à dn^s)!/- 

Lorsque Oq = 1, le théorème ci-dessus est le théorème 28 de [28]. 

5. 6. 1 Dans la suite, on utilise les notations suivantes : 

y, = (1 - s)V, \)2,s = K + kE, H2,s = exp(f)2,.), E^^ = 

= la restriction de s à Vs, et ^2 un relèvement de S2 dans Mp{Vs). On se 
donne un lagrangien £2 de Vg. On note (2 = ^2 ® kE. C'est une polarisation en £^2,s- Ou 
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désigne par {he* ^ , 'H2) la représentation unitaire irréductible de H2.S associée à i?2 s P^'^ 
la méthode des orbites de Kirillov et réalisée dans l'espace de Hilbert "^2 = 'Hi^, et par 
Se*^ la représentation métaplectique de Mp(V^) associée au caractère Çao ©t réalisée 
dans le même espace de Hilbert TÏ2- 

Désignons par ui, ... ,1^1 les valeurs propres distinctes de s dans = k<S)kV . On pose : 

a'is)sp{v) = inf - 1]],, - l\k, a}. 

Soit < e{s) < a'{s)sp{v)- On note 

W(s2,£(s)) = {xs2yx-\ y e Mp{Vs){s2)e{s): X e Mp{Vs)}. 

Pour z G W{s2,e{s)) et a G C^(Vs), on considère l'opérateur, de rang fini, agissant 
dans "^2 : 

Ja{z) = Se*^^{z) a(v)7rB*^(exp(5-^'t;)exp(-'t;))(ii4V, (5.4) 
dvgV étant une mesure de Haar sur Vg. On a le résultat suivant. 

Proposition 5.6.1 On suppose que z est s emi- simple. Pour tout a G C^(V^) telle que 
Jy^ a{v)dv,v = 1, on a : 

TriJa{z))^^ao{S)\det{l - z)vjp~' . (5.5) 



Démonstration : C'est une conséquence de ([28], Proposition 29.3.3). ■ 
5.6.2 Dans la suite, on a besoin du résultat suivant. 

Lemme 5.6.1 Soit a G C^{Vs). Il existe un sous-groupe ouvert K de GL(Vs) tel que 

a{x.v) — a{v), pour tous v ^Vg, x & K. 



Démonstration : Puisque a G C^(V^), il existe r un réseau de Vs, vi, . . . ,Vm G K, et 
Cl, . . . , G C tels que 

L'ensemble 

K = Pi {x G GL{Vs), x{vj) — Vj G r, x{r) = r} 

l<j<m 

est un sous-groupe ouvert de GL{Vs) et remplit les conditions voulues. ■ 
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Proposition 5.6.2 Soit a G C^ÇVg) et yo G Mp(K0(=^2)e(s)- H existe un voisinage Vy^ 
de yo dans Mp{Vs){s2) contenu dans Mp{Vs){s2)£(s) tel que 

Jaihy) = Jaihyo), pour tout y eVyo- 



Démonstration : D'après le lemme 3.1.2, la projection canonique de Mp{Vs) dans 
SpiVs) induit un difféomorphisme Ps : Mp{Vs){s2)e{s) — > Sp{Vs){s2)s(s)\4\p- Pour y G 
Sp{Vs){s2)e{s)\i\p: OU note y = pj^{y). On a : 

Jais2y) = SEi^{s2y)J'^{s2y), 

où 

J'a{s2y)= / a{v)7iEi^iexp{{s2yy^.v)exp{-v))dv,v. 
Un calcul immédiat donne 

J'^{s2y)^J^ a{v)7rE*^{exp{{{s2y)~^ - l).v))çao{-^B{{{s2y)~^ - l).v,v))dv,v 

^\det{{s2y)-'-l)vJ;' 

[ a{{{s2y)-' - l)-\v)7:EiS^Mv))<iao{-lB{v, {{s2y)-' - l)-'v))dv^v. 

D'après le lemme ci-dessus, il existe un sous-goupe ouvert K de GL{Vs) tel que 
«(((s2yo)~' - l)"'^:.^;) = a(((s2yo)"' - 1)"'^^), G V,, Vx G K. 

Il en résulte qu'il existe un sous-groupe compact ouvert K' de Sp{Vs){s2) contenu dans 
Sp{Vs){s2)e(s)\4\p tel que l'on ait yoK' C Sp{Vs){s2)£(s)\4\p et 

a{{{s2y)-' - l)-\v) = a{{{s2yo)-' - l)"'-^), Vy G yoK',yv G V. 

Maintenant, soit un réseau de Vs contenant ((<S2i/o)^ — l).supp(Q;). L'application 
ri : {y,v) i — )■ Çao{—^B{v, {{s2yoy)''^ — 1)'"''^'^^)) de K' x dans C^, est localement 
constante. On en déduit qu'il existe un sous-groupe compact ouvert Kg contenu dans 
K' tel que l'on ait 

rj{y,v) = ri{l,v), pour tout {y,v) e Kq x r^. 

Si bien que l'on a : 

J'ÀSiyoy) = J'a{s2yo): pour tout y G Kq. 
On note alors Ko—p~^{Kq). 

D'autre part, pour m G N et G ou^rg, on a : 
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7rB|^^(exp(w))j;(s2yo) = | det((s2Z/o) ^ - / «(((saZ/o) ^ - 1) ^-{v - w)) 

X7rE*^^{exp{v))çao{~B{v - w, ((s2|/o)"^ - ^)~\v - w))) 

Ainsi, si m est suffisamment grand, on a : 

nE*^{exp{w))J'^{s2yo) = J'a{^2yo) , pour tout w e u'^Ts. 

Posons Km = exp(cj™rs + Oflo-^)- Si m est suffisamment grand, Kyn est un sous-groupe 
compact ouvert de i/2,s- Comme -ke* est admissible, "Hf^"" est de dimension finie. 
Notons M = Sp{Vs){rs) et M^'' son image réciproque dans Mp{Vs). Alors, {Se*J\mvs 
laisse invariant "H^™ et elle induit une représentation continue du groupe M^" dans 
H2"'. Puisque GL{'H^^) n'a pas de sous-groupes non triviaux arbitrairement petits, 
il existe un sous-groupe ouvert M de M^" tel que {Se*^)\m — ^'^u^m- L'ensemble 
yo.{M n Kq) est un voisinage de yo ayant les propriétés voulues. ■ 



5.6.3 On reprend les notations des sections 5.6.1 et 5.6.2. Soit a G C^{Vs) tel que 
Jy^ a{v)dv^v — 1. On définit une application : 

7; : W{s2,e{s)) -^C, | det(l - 5)yJ|Tr( J„(5)). 



Proposition 5.6.3 On a : 

T'a = ^ao|W(s2,£(s))- (^■^) 

(Si £(s) est suffisamment petit, alors 

T^{z) = T„(i-2),Vi G >V(i2,£(5)),Vao G k\ (5.7) 



Démonstration : On a : 



r„(x5x-^) = 7^2(5), 5 G W{s2,£{s)), X G Mp(V;), (5.8) 

où est l'élément de C^ÇVg) défini par : a^{v) = a{x.v), pour tout v G Vs- Il 
résulte du lemme 5.6.1, de la proposition 5.6.2, et de l'égalité (5.8) que l'application 
Ta est localement constante. D'après la proposition 5.6.1, l'égalité (5.6) est vraie sur 
les éléments semi-simples de W(i2, ^{s))- Mais l'ensemble des éléments semi-simples de 
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MpÇVs) qui sont contenus dans W(s~2,£(s)) est dense dans W(s~2, On en déduit 

que l'application ne dépend pas de a pourvu que Jy^ a{v)dv^v = 1. Il en résulte que 
Ta est invariante par conjugaison par les éléments de MpÇVs). Soit z G W{s2,e{s)). 
Ecrivons z = ZgZu, où 5, est la partie semi-simple de z et S„ est la partie unipotente de 
z. En utilisant la proposition 3.3.1, on a : 

Ta{z) = Ta{ïs) = ^ao{Zs) = $ao(5)- 

Pour démontrer la deuxième assertion, on remarque que l'ensemble 

A:={2e >V(s2,e(s)) tel que T«(5) = T„(s~2)} 

est un voisinage ouvert, invariant, de S2 dans Mp{Vs). On en déduit qu'il existe un voisi- 
nage ouvert, Mp(y<,,)(s~2)-invariant, f/ de 1 dans Mp{Vs){s2) contenu dans Mp{Vs){s2)e{s) 
tel que S2-U C A. D'après le lemme 3.3.1, il existe < e' < e{s) tel que Mp{Vs){s2)£' C 
Ù. Si bien que W(i2, e') C A. m 

5.6.4 Dans cette section, on se donne un /c-espace vectoriel W de dimension finie et 
X un automorphisme semi-simple de VF. Si V est un sous-espace vectoriel stable par 
X et B une forme symplectique sur V fixée par x, on note — {1 — x).V et x\v^ un 
relèvement de x\v^ dans Mp{Vx). On a le résultat suivant. 

Proposition 5.6.4 II existe e{x) > tel que, pour tout sous-espace vectoriel V stable 
par X et pour toute forme symplectique sur V fixé par x, on ait 

*ao|W(x|V,,e(x)) = ^ao{x\vJ, POUr tOUt G k"" . (5.9) 



Démonstration : On désigne par Bi l'ensemble des sous-espaces symplectiques {V,B), 
de dimension i, de W. Le groupe GL{W) opère à gauche dans Bi par : si g E GL(W) 
et {V,B) G Bi alors g.{V,B) = {g.V,B3), où B^{v,w) = B{g'^v, g'^w). Choisissons 
un élément (Vq, Bq) G Bi, fixé par x (s'il en existe) et posons K = GL{W){{Vo, Bq)) le 
stabilisateur de (Vo,-Bo) dans GL{W). Alors K est un sous-groupe algébrique (fermé) 
de GL{W). Comme l'action de GL{W) dans Bi est transitive alors Bi s'identifie cano- 
niquement avec l'espace homogène GL{W)/K. Considérons l'action par translations 
à gauche de GL{W) sur GL{W)/K. Alors, l'application T : GL{W)/K — > Bi, 
g.K I — > g.{Vo,Bo) est une bijcction, G'L(14^)-équivariante. Soit H = GL{W){x), le 
centralisateur de x dans GL(W). D'après ([35], Théorème A), l'ensemble de points 
fixes {GL{W)/KY pour l'action de x dans GL{W)/K est une réunion finie de H- 
orbites. L'image de {GL{W)/KY par T, notée Ai, est l'ensemble de sous-espaces sym- 
plectiques {V,B) pour lequel V est stable par x et x\v G Sp{V,B), de dimension i 
de W. Il en résulte que Ai est une réunion finie de iJ-orbites. Prenons, maintenant, 
une if-orbite Oi dans Ai- Par transport de structure et la proposition 5.6.3, on peut 
choisir £Oi{x) > tel que l'on ait la formule (5.9) pour tout {V, B) G Oi. Il s'ensuit 
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qu'il existe ei{x) > tel que l'on ait la formule (5.9) pour tout {V, B) G Ai- Il suffit 
alors de prendre e{x) = inf {£j(a;) tel que <i < diniH^ et Ai ^ 0}. ■ 



Formule du caractère. 

6 Soit {G, F, G) un groupe presque algébrique d'algèbre de Lie g. Pour chaque forme 
linéaire g sur g, on considère l'extension métaplectique G{gy correspondant à l'action 
de G{g) dans {q, (3g) dont l'élément central non trivial du noyau est noté (1, —1) (voir 
le numéro 7.1). On note Xg le caractère de '^G{gY, radical unipotent de G{gY, défini 
par la formule : Xp(exp(X)) = ç(< g,X >), X e '^Q{g)- On note Ycig) l'ensemble 
des classes des représentations unitaires irréductibles r de G{gY dont la restriction à 
'^G{gY est multiple de Xg et telle que r(l, —1) = — Id. Si g est de type unipotent (voir 
numéro 6.1) et r est un élément de Yai^g)-! M. Dufio a associé au couple (gf, r) une classe 
de représentations unitaires irréductibles Ttg^r de G telle que : 

- pour tout automorphisme a de (G, F, G), on ait : TTag = "'T^g,T (où "r = r o a"^ et 

""ïïg^T = T^g,T O a"M ; 

- soit r' G YQ{g) ; tt^^^ et tt^^^/ sont équivalentes si et seulement si r et r' sont équiva- 
lentes ; 

- soit g' une forme de type unipotent et r' G Yci^g')- On suppose que g et g' ne sont 
pas dans une même G-orbite, alors tt^^^ et 'ïïg',T' sont inéquivalentes. 

Désignons par Yq l'ensemble des couples {g, t),où g est de type unipotent et r G YG{g). 
Le groupe G opère naturellement dans Yq et la correspondance ci-dessus induit une 
bijection de G\Yg sur G, l'ensemble des classes des représentations unitaires irréduc- 
tibles de G. Cette description s'appelle la méthode des orbites de Kirillov-Duflo pour 
la construction des représentations unitaires irréductibles de G. Elle permet d'obtenir 
tous les éléments de G. 

Si Tig^r est admissible, on note 0^,,- son caractère ; c'est la fonction généralisée sur G 
définie par 

OgA^dcx) = Tr{7rg,,{ipdGx)), ip G C~(G), (6.1) 
où dax est une mesure de Haar sur G. 

Dans [28], nous avons démontré que si l'orbite co-adjointe Og de g est fermée dans q* et 
si r est de dimension finie alors vr^ est admissible et que O^^,- est donné, au voisinage 
de chaque élément semi-simple s de G, par une formule à la Dufio-Heckman-Vergne, 
en termes de transformées de Fourier de l'ensemble des points fixes Og^s de s dans Og, 
du caractère de r, et d'une fonction bien définie, constante sur chaque G(s)-orbite sur 
Og^g. Néanmoins le voisinage semi-simple sur lequel nous avons la validité de la formule 
établi dans [28] dépend de la représentation iig^^. Dans cette partie du présent travail 
nous allons remédier à cette dépendance pour les groupes résolubles presque connexes 
et dans le cas où p, la caractéristique résiduelle de k, est différente de 2. 
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6.1 Une partition de l'ensemble des orbites co-adjointes. On suppose désor- 
mais que g est résoluble. Suivant Duflo (voir [9]), une forme linéaire g sur g est dite 
de type unipotent si r^, facteur réductif de g{g), est contenu dans kerg. D'après [9], 
l'application qui à g E g* associe g\u^ induit une bijection entre l'ensemble des G-orbites 
de type unipotent dans g* et l'ensemble des G-orbites dans ("g)*. 

Soit g e g* de type unipotent. On note L{g) l'ensemble des formes linéaires A sur 
g{g) dont la restriction à '^g{g) est égale à celle de g. Si est un facteur réductif de 
g{g) alors l'application A G (sig))* ' — > ^\tg réalise une bijection entre L{g) et r*. On 
note D l'ensemble des couples (g,\) où g est de type unipotent et où A G L{g). Le 
groupe G opère naturellement sur D. Si {g,X) G X) et b est une sous-algèbre de type 
fortement unipotent relativement à g (i.e. b est co-isotrope par rapport à g, algébrique, 
et — g{g) + '^b) , on considère une forme linéaire / sur g telle que 

/hb = 9\^b et = A. (6.2) 
Le résultat suivant est dû à M. Duflo [9]. 
Proposition 6.1.1 On a : 

i) L'orbite G.f de f sous l'action de G ne dépend pas des choix de b et f. On la 
note Og \. 

a) L'application {g,X) i — > Og^\ induit une bijection de G\D sur G\g* . 

6.2 On se donne g G g* de type unipotent. On pose bg = g{g) + "0. C'est une sous- 
algèbre de type fortement unipotent relativement à g. C'est la sous-algèbre acceptable 
canonique associée à g (voir [9], Chapitre 1). Soit A G L{g) et f E g* tel que 

/|"fl = 5'|"fl et = A. 

Alors, on a : Og^x — G.f. 

Soit u un idéal abélien de g, G-invariant, et contenu dans "g. On note U le sous-groupe 
unipotent de G d'algèbre de Lie u. On pose 

u = 5'iu, = d{u), h = 5f|^, H = G{u). 

Alors, I) est une sous-algèbre de Lie, algébrique, de g. D'après ([33], p. 500-501), f)(/i) = 
g{g) -\- u, si bien que le radical unipotent de \){h) est '^g{g) + u. 

En considérant A comme un élément de L(/i), en la prolongeant par g^^^ sur u, alors 
Oh^x est l'orbite co-adjointe de /||, sous l'action de H. 

Notons r : g* — )■ [)* (resp. r' : g* — > u* ) l'application restriction de g* dans f)* (resp. 
dans u*). Alors, l'image réciproque de {u} dans Og^x par r' est H.f. Il en résulte que 
si Og^x est fermée dans g* alors H.f l'est aussi. Comme U.x.f — x.f + f)-*-, pour tout 
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X G H, H.f est saturée par rapport à r. Si bien que si Og^\ est fermée, il en est de 
même pour Oh,x = r{H.f) dans f)*. 

On munit Og^x (resp. Oh,x) de la mesure de Liouville dfiQ^ ^ (resp. diio^x)- choisit 
dcx (resp. duy) une mesure de Haar sur G (resp. H). On note d^X (resp. d{^Y) la 
mesure de Haar sur q (resp. [)) tangente à dcx (resp. dnlj)- On considère la mesure 
invariante dc/nx = dcx/dnlJ sur G /H. On munit l'espace vectoriel f)-*- de la mesure 
de Haar d^i.t duale de dgX /d^Y. On a le résultat suivant qui se démontre de la même 
façon que le lemme 7 de [24]. 

Proposition 6.2.1 Avec les notations ci-dessus on a, pour toute tp mesurable positive 
ou intégrable sur Og^\, 

/ ^Q')dl^o,,S) ^ , / (p{x.{w + t))dt,±tdnOh,xi'^)dG/HX, 

où w est un élément de g* dont la restriction à f) est w. 

7 Techniques de récurrence dans la construction de G. 

7.1 Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k muni d'une forme bilinéaire 
alternée B. Soit H un groupe opérant dans V par des automorphismes fixant B. On 
note V-^B ^ {v eV / B{v, w) = 0, pour tout w G V}. Alors B induit sur V/V-^" ^^e 
structure symplectique invariante sous l'action de H, notée encore B.SiVy'^ V-^^, le 
groupe métaplectique MpÇV/V^'^) est bien défini. Si K = V-^'^ , on pose Mp{V/V^'^) — 
{±1}. On note l'ensemble des couples (,t, m), où x & H et m & MpiV /V^'^) tels que 
a; et m aient même image dans le groupe symplectique SpiV /V-^^). On a une projection 
naturelle de sur H qui au couple (x, m) de fait correspondre l'élément x de 
H. Si H est un groupe localement compact et si son action dans V est continue, 
cette projection est continue et son noyau est constitué de deux éléments qui sont 
centraux dans . Autrement dit, est une extension centrale d'ordre deux de H, 
dite aussi extension métaplectique associée à l'action de H dans V . On peut également 
décrire comme l'ensemble des couples {x,(f)), où x & H et (f) est une fonction sur 
les lagrangiens de V/V-^^, tels que, notant x l'image de x dans SpÇV/V-^'^), on ait 
{x,(j)) G Mp^V/V-^'^). Remarquons que si W est un sous-espace vectoriel iï"-invariant 
de V contenu dans V^"*"^, le groupe H^/^ est bien défini et il est égal à . 

7.2 Les notations sont celles du numéro précédent. Soit W un sous-espace if- 
invariant de V tel que son orthogonal par B soit contenu dans W + V^-*-^ . Les groupes 

et sont définis. Si m est un sous-espace totalement isotrope de dimension maxi- 
male dans W alors m -\- V'^'^ est totalement isotrope maximal dans V. Rappelons que 

l'application i k-)- f/l/"*"-^ est une bijection, canonique, de l'ensemble des sous-espaces 
totalement isotropes maximaux de V sur l'ensemble des lagrangiens de V/V-^^. On 
identifie donc ces deux ensembles au moyen de cette bijection. Le résultat suivant est 
dû à M. Duflo [9]. 
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Lemme 7.2.1 



i) Soient {x,(f)) dans et {x,ip) dans . Le nombre (f){m + V^'^)ip{'m) ^ ne dépend 
pas du choix du lagrangien m de W. On le note 

ii) Soient {x,(f)),{x',(f)') G et {x , ip) , {x' , ip') G . On pose {x,(j)){x' = {xx',(j)") 
et {x,i;){x',^') = On a : = 

7.3 Dans ce paragraphe, nous allons décrire les techniques de récurrence dans la 
construction de G. 

7.3.1 Soit G 0* et (3g la forme bilinéaire alternée sur g définie par : 

/3g{X, Y) =< g, [X, Y] > , pour tout X,Y e g. 

Elle est invariante par G{g), si bien que l'extension mctaplectique G{gY correspondant 
à l'action de G{g) dans (g, /5g) est bien définie. L'élément non trivial du noyau de la 
projection canonique de G{gY sur G{g) est noté (1, —1). On définit un caractère Xg de 
'^G{gy, radical unipotent de G{gy, par la formule 

X,(exp(X)) = ç(<^,X>),XG"0(5). 

On désigne par YQ{g) l'ensemble des classes d'équivalence des représentations unitaires 
irréductibles de G{gy dont la restriction à '^G{gY est multiple de Xg 6t telle que 

r(l, —1) = — Id. Soit Rg un facteur réductif de G{g) d'algèbre de Lie Xg et i?^ son image 
réciproque dans G{gY. Alors i?^ est un facteur réductif de G{gY et l'application r — )■ 
r|^fl permet d'identifier Yai^g) à l'ensemble des classes des représentations unitaires 
irréductibles r de i?^ telles que t(1, —1) = — Id. 

Maintenant, on se place dans les conditions du numéro 6.2. Le groupe H{h) (resp. 
G{g)) opère dans f) en fixant la forme linéaire h. Donc, les revêtements métaplectique 
H{h)^ et G{g)^ sont bien définis et on a : 

H{hf = G{gfU. 

En conséquence iî^, l'image réciproque de Rg dans G(^g)^, est un facteur réductif 
de H{h)^. 

Soient {x,Lp) et {x,iIj) deux éléments de G{gy et G{g)^ respectivement représentant x. 
On définit le scalaire (pip~^ comme dans le lemme 7.2.1 . On pose, pour r G Yclg), 



f{x,ijj) = ipijj W{x,cp). (7.1) 

f{x,ip) ne dépend pas du choix du couple {x,ip), de plus, la formule (7.1) définit un 
élément de Ynih). 
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On note q = ker(-u) et Q = cxp(q). Alors, q est un idéal de P) et Q est un sous- 
groupe unipotent normal dans H. On pose Gi = H/Q, 0i = f)/q, et gi l'élément de qI 
obtenu par passage au quotient de h. Avec ces notations, on a : Gi{gi) — H{h)/Q et 
= f)(/i)/q. De plus, comme H{hy^ = H{hf, on a Gi{giY^ = H{hf/Q, si bien 
que F&g (resp. r) s'identifie canoniquement à un facteur réductif de Gi{giY^ (resp. à un 
élément de Fgi(5'i))- 

7.3.2 Soit g' e 0* de type unipotent et r G Ycig). On suppose que Q contient un idéal 
abélien u, G-invariant, et contenu dans "g. En reprenant les notations du paragraphe 
7.3.1, on note T[h,f (resp. Tr^^^f) la classe de représentations unitaires irréductibles de 
H (resp. Gi) associée à la donnée (/t, f) (resp. (5'i,f)) par la méthode des orbites de 
Kirillov-Duflo. On a : 

^^h,f = ^^g^,f°Pl, (7.2) 

où pi est la projection canonique de H dans Gi. L'élément de G associé à la donnée 
{g, t) par la méthode des orbites de Kirillov-Dufio est alors 

TTp.r = Ind^TT^^f . (7.3) 



7.4 Dorénavant, on suppose que G est résoluble presque connexe et que p. la carac- 
téristique résiduelle de A;, est différente de 2. Soit < £ < ac- Soit g E Q* àe type 
unipotent et r G YG{g)- Nous allons montrer qu'il existe une forme linéaire sur Q[g) 
dont la restriction à '^Q{g) est égale à celle de g et telle que, si X e Q{,9)e\nF\pi on ait 
T(expX) = ç(< \r,X >) Id (dans cette situation, nous dirons que est associée 
à r). 

Soit Rg un facteur réductif de G{g) d'algèbre de Lie Xg. On désigne par i?^ 
l'image réciproque de Rg dans G{gY. Comme iî^ ^ = cxp^B(Cg^£|„^|p) est un sous-groupe 
central de i?^ donc, d'après le lemme de Schur, il existe un caractère de i?^^ tel que 
r|^8^ = ^-jlà.. Puisque exp^e : X G tg^^i^^i^ i — > exp^8(X) G i?^^^ est un isomorphisme 
de groupes, on définit un caractère -0^ de tg^£|„^|p, en posant, 

V'r(^) = *r(expKB(A:)), pour tout X G tg,e\nF\p- 

Il existe alors une forme linéaire A,- sur vérifiant 

V'r(A:) =Ç(< A^, a: >), pour tout X G tg,e\nj.\p- (7.4) 

En la prolongeant par g\nQ[g) sur "^(g'), on a : 



'^(expG(3)B(^)) = Ç(< K,X >) Id , pour tout X G Q{g)e\nF\p- 
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(7.5) 



Remarquons que A,- est définie modulo {Q{g)e\nF\p)'^- 

7.4-2 Soit u un idéal abélien de g, G-invariant, et contenu dans "g. Avec les notations 
du paragraphe 7.3.1, (resp. Rg) est un facteur réductif de i){h) (resp. H{h)). De plus, 
R^g^^ est un sous-groupe central de i?^ et exp^i, : X G Xg^e\nF\p ' — > exp^i,(X) G i?^^^ 
est un isomorphisme de groupes. Pour X G tg,e|„^|p, on pose exp^(,(X) = {xxiipx) 
et cxp^b(X) = {x'x^^x)- Il est évident que xx = x'x- Il résulte du lemme 7.2.1 que 
l'application X G x.g^s\np\p ' — ^ est un morphisme de groupes de Xg^e\np\p dans le 

groupe des racines huitième de l'unité. Mais 'èXg,e\nF\p = '^g,£\nF\p donc (^xV'x^ = 1) pour 
tout X G tg^£|„^|p. Si bien que l'on a : 

f(expj^|(X)) = ç(< At-,X >)Id, pour tout X G tg^e\nF\j,- 

Ainsi, si on prolonge A^ en une forme linéaire sur \){h) par sur u alors A^ est associée 
à f. 

8 Formule du caractère au voisinage des éléments semi-simples. 

8.1 Définition de la fonction 03,r,s- Les données et les notations sont celles des 
paragraphes 7.4, 6.1, et 6.2. Soit s G G semi-simple, < £ < aa, et A^ une forme 
linéaire sur Xg vérifiant l'égalité (7.4), considérée comme un élément de L{g)., en la 
prolongeant par g\^Q(g) sur '^^{g). On note Cç,,Ar,s = ^ l'ensemble des 

points fixes de s dans Cg,Ar- va définir une fonction 4'g,T,s sur Og^x^^s comme suit : 
soit l G Og^x^^s et X e G tel que l — x.f — f — g + x.g. On a G{1) — G{x.g) 
et — Px.g- L'application a : Q/Q{g) — > ô/q{x-9), X i — > x.X, est un isomor- 
phisme d'espaces symplectiques. Soit l' isomorphisme de Sp{Q/Q{g)) sur Sp{Q/Q{x.g)) 
défini par a^iy) = aya^^. Alors, se relève de manière unique en un isomor- 
phisme de Mp{Q/g{g)) sur Mp{g/Q{x.g)), noté encore ax- Maintenant, l'application 
àx '■ G{gy — > G{x.gy, {y, m) \ — > {xyx~^ , ax{m)) est un isomorphisme de groupes. 
On pose — T o (âj;)"^. La valeur de la fonction (f)g,T,s en l est donnée par : 

0,,.,,(O=Trrr(S))$i(p,(S))|det(l-s-i)(i_,),/g(;)i;^ (8.1) 

où s est un élément du revêtement métaplectiquc G{x.gY représentant s et p^- est 
l'application canonique de G{x.gY dans Mp{q/ Q^x.g)). On vérifie que le membre de 
droite de (8.1) ne dépend ni du choix de a; G G tel que / = x.f , ni du choix de l'élément 
s de G{x.gY situé au-dessus de s. La fonction 4>g,T,s est G(s)-invariante. Remarquons 
que si s est central alors la fonction 0g,r,s est constante sur l'orbite Og^Xr,s — ^gM 
elle est égale à Tr(T(s, ■0))'0(£), où {s.^'ip) G G{gY un relevé de s et £ est un lagrangien 
de 0/0(5'). Remarquons aussi que si x G G alors x.Xj- est associée à et on a : 

(px.g,'^T,s — <Pg,T,s- (S-2) 
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8.2 Dans cette section, on suppose que g contient un idéal abélien u, G-invariant, 
et contenu dans "g. On reprend les données et les notations des numéros 7.3.1 et 8.1. 
On pose 

Gs,H ^ {x e G/xsx~^ e H}. 
On va démontrer le résultat suivant : 

Proposition 8.2.1 On suppose s & H. Soient x G Gg^H l £ Og x^ ^^gx-^ t^^^ 
r{l) e C/i,At-- Alors, on a : 

_ 1 

(f)g,T,s{^''^-^)^^h,f,xsx-i{r{l))^Hh{^S^~^)\d^^{'^ - (2^S2;~^)~^)(l_^sa;-l)(fl/D)lp^ (8-3) 

r étant l'application restriction de Q* à i)*. 
Démonstration : Par transport de structure, on a : 

où la deuxième égalité résulte de la formule (8.2). Comme par hypothèse r{l) G Oh,x^ 
et comme U.l = l + i)-^, il existe y & H tel que / = y.f. Posons s' = xsx~^ & H et soit V 
un supplémentaire s'-invariant de [)(r(/))/g(/) dans t)/g(/). Alors V est un sous-espace 
symplectique de A) et l'application ay : V — > ()/[)(r(/)), X mod q{1) i — > X 

mod f)(r(/)), est un isomorphisme symplectique s'-equivariant. Décomposons {l — s').V 
en somme directe orthogonale par rapport à sa structure symplectique en Wi © W2 où 
Wi (resp. W2) est un sous-espace symplectique s'-invariant possédant un lagrangien 
£1 (resp. £2) tel que £1 = s'.£i (resp. (s'. £2) H £2 = 0). D'autre part, écrivons q/q{1) = 
V © V-^. Alors est un sous-espace symplectique de q/q{1), s'-invariant et on vérifie 
que {)(r(/))/g(/) est un lagrangien, bien entendu, s'-invariant de V-^. La formule (7.1) 
donne 

^{avilo + 4))^t(s', V') = <^(4 + (^(r(O)/0(O) + ^1 + 4)^t(s', (^), 

oià ^0 est un lagrangien de V{s'). Il s'ensuit que l'on a : 

1 1 
<l>g,T,s'{l)\ det(l - s'-^)(i_,/)g/5(i)|| = (f)h,f,s'{r{l))\det{l - s'-^)(i_s')f)/f){r(0)|p- 

D'autre part, les espaces g/f) et [)(r(/))/g(/) sont en dualité, s'-invariante, par Donc, 

I dets^/^lp = I dets'f,(^(,))/g(;)|;i et | det(l-s')(i_y).(g/(,) |j, = | det(l-s'-^)(i_,/).((,(^(i))/g(/))|p. 

II en résulte que 

1 11 
I det(l - s'-^)^i-s')s/m\p = I det(l - s'~^){i-s')t)Mrii))\p^H,Gi^')\ det(l - s'-^)(i_y)g/i,|p. 

_ 1 

Si bien que l'on a (f)g,r,s'{l) = <l>h,f,s'{r{l))AH^G{s')\det{l - s'-^)(i_,/)g/,,|p ^ ■ 
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8.3 Choix de voisinages semi-simples. Pour chaque n G N tel que 2n < dimg, 
on fixe : 

- un espace symplectique (V^, S„) de dimension égale 2n. 

- des représentants {Ti)iç.i^ de l'ensemble des classes de conjugaison des tores maxi- 
maux de SpiVri). 

- (ei, . . . , e„, /i, . . . , fn) une base symplectique de (V^, On pose : 



r„,+ = Cei + • • • e»e„ + O/i + • • • r„,_ = Cei + • • • Oe„ + Ovj-^h + • • • Ow~^fn, 

Sp{Vn){rn,+,-) = {x e S'p(K) , x.rn,+ = r„,+ et x.rn _ = r„_}. 



a„ = sup{0 <e <a/yie In, 3x e Sp{Vn), Ti^e C xSp{Vn){rn,+,-)x 
On suppose que a vérifie les conditions de la proposition 3.1.3. On pose 



Soit s E G, semi-simple. D'après la proposition 5.6.4, il existe < e{s) < blg tel 
que, pour tout (V, B) sous-espace symplectique, s-invariant, de et pour lequel s\v G 
Sp{V,B), en notant Vg = {1 — s).V et s\y^ un relèvement de s\y^ dans Mp{Vs), on ait 
la formule (5.9). On note aQ{s) = sup{0 < e{s) < ac}. Remarquons que si H est un 
sous-groupe presque algébrique de G contenant s alors a'^{s) > «^(•s). S'il n'y a pas 
de confusion à craindre, on note a" (s) le nombre réel aQ{s). 

8.4 Fixons < e < ac- Soit s G G semi-simple, G{s) le centralisateur de s dans G, et 
< e{s) < mî{a'{s),a"{s),£} tel que l'appfication ^ : G Xg{s) G{s)s{s) — > W(s,£(s)), 
[x,y] I — y xsyx~^ soit un difféomorphisme. Soit G g* de type unipotent et r G Yc^g). 
Si TTg^T- est admissible alors la restriction de Qg^r à W(s, e{s)) est une fonction généralisée 
G-invariante, on désigne par ^ la fonction généralisée sur G{s)s{s) qui lui est associée 
par le théorème 4.3.1. 

Choisissons une forme linéaire sur Q{g) vérifiant l'égalité (7.5). Alors Cg,Ar,s est 
une sous-variété localement fermée, réunion finie de G(s)-orbites co-adjointes. Si elle 
n'est pas vide, elle supporte une mesure positive canonique d^o Xr a dont la restriction 
à chaque G'(s)-orbite qu'elle contient est la mesure de Liouville de celle-ci. Lorsque 
^g,XT,s est vide, nous conviendrons que duOg Xr s mesure nulle. 

Soit dG{s)X et rfg(5)X deux mesures de Haar sur G{s) et q{s) respectivement qui se 
correspondent. 

Théorème 8.4.1 On suppose que Og^\^ est fermée dans q* . Alors, on a : 



On note 



ao = inf {ttn, ac}. 

n <^ _ /-Il -m 1-1 



n< i dim g 



(8.4) 



L 



il), 



(8.5) 
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pour tout 13 e C^{G{s)e(s))- 



Comme application de ce théorème, nous donnons dans la deuxième partie du présent 
travail, sous l'hypothèse supplémentaire que G est unimodulaire, une démonstration 
de la mesure de Plancherel pour G. 

Remarque : Og^x^ est fermée dans g* si et seulement si Og est fermée dans Q*. 

8.5 En traitant à part le cas "G = {1}, la démonstration du théorème 8.4.1 se fait 
par récurrence sur la dimension de G. Compte tenu du lemme suivant, il suffit d'une 
part de démontrer le théorème 8.4.1 dans le cas du numéro 9.1, c'est le cas du produit 
semi-direct d'un groupe de Heisenberg H par un groupe réductif agissant trivialement 
sur le centre de if, et d'autre part de démontrer dans le cas du numéro 9.2, que si le 
théorème 8.4.1 est vrai pour H alors il est vrai pour G. Soit l une forme linéaire sur q. 

Lemme 8.5.1 L'alternative suivante réunit tous les cas qui peuvent se présenter. 

(1) Le radical unipotent de q est ou bien nul, ou bien une algèbre de Heisenberg de 
dimension 2n + 1 ( n > ) avec centre, noté 3, central dans Q et la restriction de 
l ài est non nulle. 

(2) L'algèbre de Lie Q contient un idéal abélien \x, G-invariant et inclus dans le radical 
unipotent de g tel que, si on pose u — l\u., on ait 

dim(g(M)/kerM) < dimg. 

8.6 Dans cette section, nous allons démontrer le théorème 8.4.1 dans le cas où 
"G = {1}. Soit < £ < Og. Soient r une représentation unitaire irréductible de G et 
Al- e Q* tel que l'on ait 

T(expg,(X)) = ç(< A^,X >)Id, pour tout X e Qe\nF\p- 

On se donne également s E G. On a : 

Trr(sexpg(X)) = ç(< A^,X >)Trr(s), pour tout X e Qe\nF\p- 

D'autre part, est l'unique forme linéaire de type unipotent et l'orbite co-adjointe 
0o,A^ est réduite à {A,-} qui est fixé par s. De plus, 0o,r,s(Ar) = Tr r(s) et la mesure 
de Liouville dii^^x^^s sur Co,Ar,s est la mesure de Dirac en A,-. D'où le théorème dans ce 
cas. 

9 Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théorème 8.4.1 au voisinage de 
l'élément neutre de G. 

9.1 Dans cette section, on suppose que "G est un groupe de Heisenberg dont le 
centre est central dans G. On se donne un facteur réductif T de G. Alors, le centre 3 
de "0 est fixé par T. Par suite, 3 admet un supplémentaire V dans "g, stable par T. 
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On fixe un vecteur non nul E de ^. On définit une forme symplectique B sur V par la 
formule 

[v,w] = B{v,w)E, v,w &V. 
Le groupe "G s'identifie canoniquement au groupe de Heisenberg H associé à (V, B). 

Soit g E Q* de type unipotent tel que 7^ 0. On note = 9{E). On définit une forme 
linéaire E*^ sur '^q = V + kE par la formule suivante 

= ao,£;:„(y) = o. 

En la prolongeant par sur t, l'algèbre de Lie de T, on obtient une forme linéaire sur g 
notée aussi E^^. Elle est de type unipotent et on a G. g — G.E*^. Si bien que l'on peut 
supposer que g — E*^ . 

Désignons par l'extension métaplectique de T associé à son action dans {V, B) : 
c'est l'ensemble des couples {x, où x & T et ip est une fonction sur les lagrangiens de 
V, tels que, notant x l'image de x dans Sp{V), on ait (x, ■0) £ Mp{V). Le morphisme de 
groupes de dans Mp{V) qui à {x, ip) associe {x, ip) est noté 77^. On a une projection 
naturelle de sur T, qui au couple {x, ip) de fait correspondre x de T. Le noyau 
de cette projection est constitué de deux éléments qui sont centraux dans dont on 
note (1,-1) l'élément non trivial. 

Soit T e (T^)^ telle que r(l,— 1) = — Id et soit '^e*^,t la classe de représentations 
unitaires irréductibles de G associée à {E*^^, r) : notons tte* la classe de représentations 
unitaires irréductibles de "G associée à E*^ par la méthode des orbites de Kirillov et 
Se*^ la représentation métaplectique associée au caractère ç^o) réalisée dans l'espace de 
ttr* . On a : 

T^E*^,T^r<^ Se^^tte*^, 

où T (8) SE-^^TiE-^{x.y) = t(x) ® SE*^(vT(x))nE*^(y), x e T, y e ""G, x étant un 
relèvement de x dans . 

9.1.1 Considérons la décomposition, T-invariante, V = Vi © V2, où Vi est le sous- 
espace symplectique 

Vx^{veV / adX.v = , pour tout X e i} 
et V2 son orthogonal par rapport à B. Notons 

f), = y, + kE, H, = exp(f),), E* = i = 1, 2. 

Soient tte* la classe de représentations unitaires irréductibles de Hi associée à E* par la 
méthode des orbites de Kirillov et Se' la représentation métaplectique correspondante 
de Mp{Vi). 

L'application (1/1,2/2) 1 — > I/12/2 de Hi x H2 dans H = "G est un homomorphisme 
surjectif de groupes de Lie de noyau égale à A = {{z,z~^), z G Z}, avec Z — exp(3). 
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La représentation tïe* ® he* de Hi x H2 est unitaire irréductible dont la restriction 
à A est triviale. Elle passe au quotient en une représentation unitaire irréductible de 
H équivalente à tte*^. Si x est un élément de Sp{V) qui laisse invariant Vi et (p (resp. 
(f)i) une fonction sur les lagrangiens de V (resp. Vj) telle que {x, (p) G Mp{V) (resp. 
{xiVi,4'i) ^ Mp{Vi}), on note 00^^02^ le nombre 0(^i + i2)(l>i{'^i)~^4>2{^2)~^, où est 
un lagrangien de V^, i = 1, 2. On a : 

Désignons par T^' le revêtement métaplectique au dessus de T par rapport à {Vi, B) 
et par 77^' l'application canonique de T^' dans Mp(Vi). On définit une représentation 
(unitaire irréductible) f de (T^^)^^ par la formule 

f(x, 01, 02) = (t)(t)^^(t)2^T{x, (f)). 

Fixons < £ < a©. On a, 

SEiifirix)) — Id, pour tout x G T^^^. 

Rappelons que (resp. T/) est un sous-groupe compact ouvert, central, de T (resp. 
T^). D'après le lemme de Schur, il existe un caractère de vérifiant 

r\TY = ^rldw., 

I-Lt étant l'espace de r. On définit, par la suite, un caractère ■^t- de ie\nF\v-i ®^ posant, 

ijr{X) = *r O expyv(X) , X G t,|„^|^. 

Soit \r e t* telle que 

li)r{X) = ç(< A^, X >) , pour tout X G teln^lp- 

Pour X G ie\nF\p^ on pose 

expj,v(X) = {xx.Vx): cxpyVi(X) = (a;x,V5i,x), exp-rV2(X) = (xx,</?2,x)- 
Comme p 7^ 2, on a ^x'4^ï^xV2^x — 1- ^'^^ ^^i^ l'on a ^ 

f(exp(yVi)V2(X)) = ç(< A^,X >)Id^^ , pour tout X G t^in^.!,,- 
On considère alors la forme linéaire / sur = t + f) définie par : 

h = Ko > /|t = ^r- 

Si bien que l'on a : 

Oe,^^,x. = G.f. 

On munit Vi de la mesure de Haar dviV autoduale, relativement à ç, et V de la mesure de 
Haar produit dyu — dv-^vdy^w. Alors dyu est la mesure de Haar autoduale, relativement 

35 



à ç, sur V. On fixe une mesure de Haar rf^x sur T. On munit G de la mesure de 
Haar dcx = dTxdvvdn{t). La mesure de Haar sur q tangente à dcx est donnée par 
dgX — diXdvvdfj,{t), où diX est la mesure de Haar sur t tangente à drx. Il s'agit de 
démontrer la formule suivante : pour tout a G C^{G^), 

QE*^,T{(^dGx)=dimT {aoexpQdgX)l{l)diioE* xr^^)- (9-^) 

Comme l'application Vi x TsH2 — > G^, {v,x) i — > a;exp(t') est un difféomorphisme, il 
suffit de montrer la formule (9.1) dans le cas où 

a = «1 (g) «1 e C~(K), V e G^{T,H2). 
9.1.2 On désigne par 

G2 = TH2, 02 = t + f)2, da^x ^ dTxdv2vdiJi{t), 
et d^^X la mesure de Haar sur 02 tangente à dG2X- On a : 

{a o expo dgX)g = {aidv,v)y^ ® o exp^^ ^^02^)02- 

Donc 

p dim Yi 

/ {aoexpQdgX)l{l)djj,OE* X i^) = \'^o\p ^ "i(0)/, 

OÙ 

dim V2 p 

I = \ao\P~ ifo expG^ dg2Xyg^{expv.f\g2)dv2V. 
De plus, on a, pour tout v &V2, 

expî;./|g2 = /|32 - aoB2{v) + ^aok, 

ù B2{v) (resp. l^) est la forme linéaire sur Q2 définie par : B2{v){X-\-w-\-tE) — B(v, w), 
<: e i, w eV2, t e k (resp. k{X + W + tE) = B{adX.v, v)). 



ou 
X 

9.1.3 On a: 



'^E*^A^i ^ 'Pdax) ^ f{ex.p^TVi)V2{X)) ^ ai{exp{v))TTEi{ew{v))dviV 

® ip{expj,{X)y)SE*ivTi^^VTy2 iX)))7rE*iy)dH2ydiX. 

De plus, on a : 

Tï\^J^ai{ex.p(v))'KE*(exp(v))dviVj^\ao\p ^ o;i(0). 
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Il reste à calculer la trace de l'opérateur XE*,f{^dG2^) donné par 



/ f(exp(rVi)V2(X)) (g) / (/7(expr(X)y)5'B|(77r'(expyV2(X)))7rE*(y)diÎ2yrftX 

Pour cela, nous allons introduire le modèle latticiel pour la réalisation de tïe* ■ 

9.1.4 Soit r un réseau de V2, autodual relativement à Ça^, c'est-à-dire que 

r = r-^ e V2 tel que Çao{B{v, r)) = 1} = {v eV2 tel que B{v, r) G aô^O}. 

On choisit r de la manière suivante : on note 2m — dim V2. On fixe une base symplec- 
tique (ei, . . . , e^, /i, • • • , /m) de V2. On pose 

r+ = Oei+- ■ ■+Oem+Ofi+- ■ -+0/^ et r_ = Oei+- ■ -+06^+0^-^^+- ■ -+0^-^^. 
Alors, 



r = < 



VD 2 r+ , SI v(aoj est impair 
2 r_ , SI v\aç,) est pair 



On désigne par R = exp{r + kE). C'est un sous-groupe fermé de H2 dont l'image dans 
H2/ exp{aQ^OE) est un sous-groupe abélien maximal. On définit un caractère xr de 
R par la formule : 

XR(exp(7 + tE))^ Çao{t), pour tout er,tek. 

D'après [30] , la représentation induite Ind^^x^ est unitaire irréductible, on la note ttr. 
On désigne par drj la mesure de Haar sur r, restriction de la mesure de Haar dviV sur 
V2, et par dv2/ri> mesure de Haar quotient sur V2/r. Alors ttr agit dans l'espace T-Lr 
des fonctions </? de V2 à valeurs dans C vérifiant : 

+ = ç„o(^5(v,m))(^(v), pour V e ^2, e r, et / \Lp{v)\ldv^/rV < 00, 

Z JV2/r 

par la formule 



(7rjî(w, t)^p){v) = Çao(i - , w))</?(t' - w) , pour tout t», w G ^2, ^ e k. (9.2) 

Comme le caractère central de ttr est ç^o donc, d'après le théorème de Stone-Von 
Neumann, les deux représentations tïe* et tir de H2 sont équivalentes ; si bien que la 
représentation métaplectique Se* peut être réalisée dans l'espace l-Lr de tïr. On note 
Sr cette réalisation. On pose 



5p(V^2)(r+,-) = Sp{y2){T+)r\Sp{y2){T_) et Mp(l^2)(r+,-) =p^,^(5p(l^2)(r+,-)), 
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où est la projection canonique de Mp(y2) dans 5*^(^2). Alors 5'p(V2)(r+^_) (resp. 
Mp(V2)(r+^_)) est un sous-groupe compact ouvert de Sp{V2) (resp. Mp{V2)). Pour tout 
X e Sp{V2){r+^^), on considère l'opérateur aji{x) agissant dans Hr ■ 



aR{x)ip{v) = ip{x ^.v),ip eUriV eV2. (9.3) 
Alors, on a : 

crR{x)7:R{y)aR{x)~^ = T:R{x{y)), pour tout y G H2. (9.4) 

De plus, aR{x) est un opérateur unitaire de T-Lr- H en résulte que la formule (9.3) définit 
une représentation unitaire de S'p(V2)(r+__), vérifiant l'égalité (9.4). Si bien qu'il existe 
un caractère unitaire tr de Mp(V2)(r+^_) vérifiant 

Sr{x) = rR{x)aR{x), pour tout x e Mp{V2){r+-). 

D'après ([30], Lemme 11.10), on a : tr{x) = ±1, pour tout x G M]9(V2)(r+,_). 

9.1.5 Soit ip e C^{T^H2). On a : 

Tr{lE-,f{^dG2x)) = Tr / f(exp(yv'i)V2(X)) (g) 7^(expyV2 (X))cit^ , 
OÙ Tip{exprpV2{X)) est l'opérateur de rang fini, agissant dans Hr, 

%{expj,v2{X)) = / ip{expj,{X)y)SR{r]T''{expj,v2{X)))nR{y)dH2y- 
Soit X e t^\nF\j,, on pose x = expy(X), x = exp^^^a (X), et (/7^(y) = (fixy), y G if2- 

On note T2 l'image de T dans Sp{V2) par la représentation adjointe. Pour une base sym- 
plectique convenable {ei, . . . ,em, fi, ■ ■ ■ , fm) de V2 et en vertu des conditions imposées 
sur ac (Condition (8.4)), on a : 

c5p(V2)(r+,-). 

Si bien que l'on a : 

SniVri^)) = (rR{xiv2)- 
Maintenant, on a, pour tout a ETir, 



%{x)a{v) = / A^{v,w)a{w)dv2/rW, 

JV2/r 



OÙ A^{vAi)) = l,y,k'^x{ix ^.v-{w + -f),t))ça„it-lB{w + -f,x - 7) )rf^7rf;u(t) , pour 
tout v,w E V2. Autrement dit, 7^(5;) est un opérateur à noyau (égal à A^). D'après le 
théorème de Mercer, on a : 



Tr(7^(x)) = / A^{v,v)dv2/rV. 



'Vit 
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Comme A:p{v + 7, v + 7) = A^{v, v), pour tout v G V2 et 7 G r, on a 



dim V2 P 

Tr(7^(x)) = |ao|p ^ / A^{v,v)dv2V 

JV2 

I I ip,i{x-'-l).v-^,t) 

JV2 Jrxk 



dim V2 

— |cto|p ^ 



IV2 
1 



X'iaoit - ^B{v + 7,x ^.v - -f))dn{t)dr^dv2V. 
On suppose, désormais, que det(l — x)v2 7^ 0. On pose 

1 + ±XV2 



q±x 



[1-±XV2)-' 



et on désigne par Q^^ forme quadratique sur V2 définie par 

Q±x{v) = B{q±^v,v) ,veV2. 
Alors, d'après ( [28], Lemme 39.2.2), on a : 



dim V2 if/" 1 

Tr(7^(a;)) = |ao|p ' \ det{l - x)v2\p |y^Çao(2^^(T))^'-T 

X / ip^{v,t)Çao{t -lrQx{v))dll{t)dv2V. 
JV2Xk Z 

Comme ^-^^^r C r et | det(^-^^)y2|p = 1 donc ^^^^^ r = r. Il s'en suit 



que 



Çao (^B (^{1 - XV2) (— y^) ^^^^^ = 1 > pour tout ver. 
En utilisant les résultats de ([28], Section 39.2.3), on a : 

dim 1^2 r X 1 

|«o|p ' J 'iaoi^Qxi'y))dr'y = I det(l - x)v2\p'yiaoQ-:c)- 
On note u = ■rrrTz^f^-'-^)"^. Si A G ^ est une valeur propre de Xv2 alors 



log(A) 



< e. 



Il s'ensuit que u G GL{V2)e- Ainsi, u possède une racine carrée qui commute avec 
log(a;v2), à savoir 

= expGL{V2)i2^og{u)). 
Maintenant, par un calcul élémentaire ([28], Paragraphes 39.2.5 et 39.2.6), on obtient : 

dim V2 

Tr{%{x)) = \ao\i^C^'{X), 
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où 



C^'{X) = I I {^oexpaJiX + w + tE)^ao{t + B{w,v) + -B{X.v,v))di^{t)dv,wdv2V. 

JV2 JV2Xk Z, 

Comme {x e , det(l— x)y2 7^ 0} est un ouvert de Tg et Ts^{x E , det(l— x)y2 7^ 0} 
est de mesure nulle par rapport à la mesure de Haar drx sur T, on a : 



dim V2 p 

Tr{lE^,,{^dG2x)) = \ao\i^ / Tr{f{exp^j.v,^v,{X)))C^^{X)d^X 

dim V2 P 

= dimT|ao|^ / ç{< Xr,X >)C^^{X)dtX 

= dimr / {(p o exp^^ dg^Xyg^{l)dnoE* ^,(0 
= (dimr)/. 



9.2 Dans cette section, on se donne un idéal abélien u, G-invariant, non nul et inclus 
dans "g. On reprend les notations des numéros 7.3.1 et 7.3.2. Fixons < £ < a^. Soit 
Xt g 0(5')* associé à r. D'après les résultats du paragraphe 7.4, le prolongement, noté 
de même, de A,- en une forme linéaire sur i){h) par g\u sur u, est associé à f. Remarquons 
que si Og^x^ est fermée dans g* alors Oh^x^ (resp. est fermée dans f)* (resp. g*). 

Proposition 9.2.1 On suppose que Og^\^ est fermée dans q* . Si le théorème 8.4-1 est 
vrai pour {Gi,gi, f, X^, s) alors il est vrai pour {G, g, r, A^-, e). 



Démonstration : Soit ip G 0^(0^). Alors, iig^ri^dcx) est un opérateur à noyau continu 
K^p, défini par 

K^{x,y) = Ag(î/)"^ / p{xzy~^)AH,G{z)~^'Kh,f{z)dHZ, 

dnz étant une mesure de Haar sur H (voir [1], Chapitre V). Pour x & G, on désigne 
par (f^ la fonction sur H définie par 

^niv) = V{xyx~^), y eH. 

Alors, ip^H e C^{H) et on a : 

support(</?|^) G G^n H ^ H^. 
Puisque {AH,G)\He = 1, on a : 

K^{x,x) = AG{x)~^nh,f{^HdHz). 
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Choisissons une mesure de Haar dqx sur Q, notons d^X la mesure de Haar sur q 
tangente à dgx et posons, 

^Griy) = I ^%yz)dQZ = [ ip%yexp{X))dc^X, y e d. 

JQ 

Alors, (p^^ e C^{Gi), support (vJg'i) ^ H^/Q =: d^e, et on a : 

K^{x,x) = Aaixy^^^fiip'^^dG^z), 
dciZ étant la mesure de Haar sur Gi, quotient de dnx par dgx. 

Maintenant, on suppose que Cg,Ar est fermée dans Q*. Alors, Og est fermée dans g* et 
d'après ([28], Théorème 37), TTg^r est admissible. Il en résulte que l'on a : 



Qg,r{^dGx) ^ TrK^{x,x)dG/HX. 



IG/H 

Supposons que le théorème 8.4.1 est vrai pour (Gi, g^i, f, A^, e). Alors, pour tout x & G, 
on a : 



TrK^{x,x)^AG{x) Mimr / ((^^^ o exp^^ dg^X)-^, {l)d^io,^ ^Al): (9.5) 

où dg^X — d^X/df^X et dt,X est la mesure de Haar sur f) tangente à dnz. Etant donné 
que Oh,\^ est contenu dans q-*-, elle s'identifie canoniquement à l'orbite co-adjointe 
^51, Ar- On a, pour tout l e Oh,x,, 



(<^Gi ° expc, c?fli^)'gi (/) = / (^Gi ° expGj(X)ç(< l,X >)d^,X 

= f {f ¥.^(exp^(X)exp^(y))d,y}ç(< l,X >)d,,X 

Jgi Jq 

p p adX _ 1 

= j y^-(exp^(x)exp^(— ^.y))d,y 



'01 J<\ 

xç(< l,X >)dg^X. 

Cependant, pour tout X G i}e\np\p, 1^ G q, on a, en réarrangeant convenablement les 
termes dans la formule de Campbell Hausdorff, 



exp^(X) exp^(— ^.F) = exp^(X + Y). (9.6) 
Si bien que l'on a : 
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{<p^G^ ° expc^ ds,X)-g,{l) = /((^^ o exp^)(X)ç(< l, X >)ci„X 

= [ (if'' oexpadgXyg(î+t)di,±t 
= I det Adxjl"^ / {(f o expQdQXyg{x.{l + t))dif±t, 

où (i(,±t est la mesure de Haar sur [)^ duale de la mesure de Haar dgX/d^fX sur g/f) et 
/ est un élément de q* dont la restriction à f) est /. 

Il résulte de ce qui précède que l'on a : 

TTK^{x,x)dG/Hi 

^dimr/ / / {(p oexpQdgXyi{x.{ï +t))df,±tdnOh,x,{l)dG/HX 
= dimr / {cp o exp^ dgX)^g{l)diio, (0> 
où la dernière égalité découle de la proposition 6.2.1. ■ 

10 Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration du théorème 8.4.1 au 
voisinage d'un élément semi-simple s de G. 

10.1 La démonstration du théorème 8.4.1 dans le premier cas de l'alter- 
native du lemme 8.5.1 Le cas où "G est trivial a été traité dans la section 8.6. Il 
reste à montrer le théorème 8.4.1 dans les conditions du paragraphe 9.1. 

10.1.1 On se place dans les conditions du paragraphe 9.1. Soit s un élément semi- 
simple de G. On peut supposer sans restriction que s eT. On pose : 

V,,s = V{s) , V2,s = (1 - s)V , = V,,, + kE, Hi,, = exp{V,,s + kE), El = 

i = 1,2. On se donne un lagrangien £{ de Vi^s, i = 1,2. Alors U = £{ (B kE est une 
polarisation en E^. On considère {7TE*^,'Hi) la représentation unitaire irréductible de 
Hi s associée à E*^ par la méthode des orbites de Kirillov et réalisée dans l'espace de 
Hilbert Tïi — T^k: et soit Set^ la représentation métaplectique de Mp{Vi^s) associée au 
caractère Çao et réalisée dans le même espace de Hilbert T-Li. 

L'application (1/1,1/2) 1 — > I/1I/2 de Hi^g x -f^2,s dans H est un morphisme surjectif de 
groupes de Lie, de noyau égal A = {{z, z"^), z G Z}. La représentation tt^*^ <S> '^e*^ de 
Hi a X iÎ2,s est unitaire irréductible et est triviale sur A. Par passage au quotient, on 
obtient une représentation unitaire irréductible de H équivalente à tt^*^. 

On note T(s)^''^ (resp. T{sY) l'extension métaplectique de T(s) associée à l'action 
symplectique de T(s) sur Vi^s (resp. V) et rj^t^g) (resp. 77^(s)) l'application naturelle de 
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T(s)^"'° (resp. T(s)^) dans Mp{Vi_s) (resp. Mp{V)). On choisit un relèvement Si = 
{s,ipi^s) (resp. s = {s,ips)) de s dans T(s)^'*'= (resp. T(s)^). Avec ces notations, on a : 

%o(^T(.)(5)) = V'.(^i + ^2)V'2,.(^2)-^IdK, ® ^£;|„(^?a(52)). 

iO.i.^ Soit < e{s) < mf{aQ{s),aQ{s),e} tel que G Xc{s) G{s)e{s) — > WG{s,e{s)), 
[x,y] I — y xsyx~^ soit un difféomorphisme. La restriction de ^e*^,t à Wg(s,£(s)) est 
une fonction généralisée, C-invariante. Désignons par 6e* r s la fonction généralisée sur 

aQ ' ' 

G(s)e(5) qui lui est associée par le théorème 4.3.1. Soit j3 G C'^{G{s)e{s)) et dG{s)X — 
dTxdvj^ ,,vdfj,(t) une mesure de Haar sur G{s). Alors, il existe un sous-groupe compact 
ouvert K de G{s) tel que /3 soit fC-bi-invariant . On se donne 7 G C^(G(s)) tel que 
Ig(s) l{y)d'G(s)y = 1 dont le support est contenu dans K. On se donne également G 
CT'(^2,s) tel que fy^^ as{v)dv2^^v — 1. Comme l'application ^ : G{s) x V2,s — )• T{s)H, 
{y,v) I — >^ yexp{v), est un difféomorphisme et comme T{s)H est ouvert dans G, donc 
la fonction a = (7 (g) a^) o appartient à C^(G). On munit G de la mesure de 
Haar dcx = dTxdy^ ^vdy^ ^vdfi{t) et on considère l'application ^ : G x G(s)£(s) — )■ G, 
{x,y) I — )■ xsyx~^. On obtient par la suite l'élément ^'a®/3 de G^(>V(s, £(s))) donné 
par la proposition 4.1.1. On a alors 

OEl^,T,s{MG{s)y) = ^El^A^a^pdGx). 

En utilisant la réalisation de t^e*^,t donnée dans le paragraphe 10.1.1, on a : 

T^E*^,T{'^oc®pdGx) = / r(sexp2^(^)v(X)) ® J(sexp2.(,)^(X))dt^, 

OÙ 

expr(s)v'(^) = (expr(,)(X),0), exp^^^^v^,, (X) = (expy(3)(X), 0^,,), i = 1,2, 

J{s exçT{s)y{X)) = (V'.V'MV2;l)(</'</'rj'/'2i)V'i,.(^i)^i(expy(^)Vi,, (X))® J2(s2 e^VT{sf^,s {X)) 
Ji(expyj^^^vi,s (X)) étant l'opérateur 

/yi,,xfe/5(exPT(.)(^) exp(r + tE))5j5.^(î7y(^)Vi,, (exp^.^^^^,. (X)))7rE._^(exp(F + 

tE))dv,Yd^{t), 

et J2(s2 expy^^^va,^ (-'^)) = -^«3 (%(s) (^2 expy^^^v2_5 {X)))-i où ce dernier opérateur est donné 
par la formule (5.4). 

Il s'en suit que l'on a : 

ÔEl^,r,s{PdG^s)y)^^s{^l+^2)^2,s{^2)-^ 1 Tr(T(5 exp^(,). (X))) 

x'IV(Ji(exp^(^)Vi,(X)))IV(J2(52exp^(^)V,„ {X)))diX. 
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D'après la proposition 5.6.4 et compte tenu des conditions imposées sur 0^(5), on a, 

pour tout X e ie{s)\nF\p, 

Il en résulte que l'on a : 

xTr(Ji(expy(^)n..(^)))c?tX 

Cependant, on a : 

Tr(T(sexp^(^)K(X))) = Trr(s)ç(< A^,X >), pour tout X e ie{s)\nF\p- 
Si bien que l'on obtient : 

eEi^,rÀ^dG^s)y)^\àei{s - l)y,j;^$„„(7y^(,)(5))TrT(5) / ç(< A,,X >) 
xIV(Ji(exp^(^)Vi,,(X)))dt^ 
= I det(s - l)y,j;^$„„(r/^(,)(S))Trr(S) x 
X / (/3 o exp cig(,)F)'0(,) {l)d^xo^* (l), 

où dg(^s)y est la mesure de Haar sur q{s) tangente à la mesure de Haar dG(s)y sur G{s). 

10.2 La démonstration du théorème 8.4.1 dans le deuxième cas de l'al- 
ternative du lemme 8.5.1 On se place dans la situation indiquée dans la section 
9.2. Soit s e G, semi-simple et < Sais) < inf{a'(5(s), a^(s), s} tel que l'application 
G Xg{s) G{s)sq{s) — ^ y^Gis,s{s)), [x,y] 1 — > xsyx~^ soit un difFéomorphisme. 

10.2.1 Dans ce paragraphe, on suppose que l'idéal u est contenu dans kcr^f. Dans 
ce cas, q = u, Gi = G/Q et gi = g/q; via l'identification q-*- = g];, on a : gi = gfi, 
Cg.Ar = ^91, Ar et les mesures de Liouville dixog Xr d^Og^ Xr égales. Désignons par 
Pi la projection canonique de G sur Gi et par la même lettre (i.e. par pi) la projection 
canonique de g sur gi. 

Remarque : On a : Gi{gi) = Pi{G{g)) et l'application G{gY — > Gi{giY^ , {x,ip) 1 — > 
{pi{x),il!) est un morphisme surjectif, que nous noterons encore pi, de noyau Q. Si 
bien que t — f opi et 
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(10.1) 



On pose Si = pi{s). Alors, Si est un élément semi-simple de Gi. De plus, on a : Og.A^.s = 
Ogi,\T,si et Pi(Wg('S, £0(5))) est un ouvert Gi-invariant, contenu dans Wcil-Si, ^gI-s))- 
D'autre part, on choisit une mesure de Haar dox (resp. dgx) sur G (resp. Q) et d^X 
(resp. dcfX) la mesure de Haar sur q (resp. q) tangente à dcx (resp. dqx). On munit Gi 
(resp. Qi) de la mesure de Haar quotient da^x — dax/dqx (resp. d^^X — d^X/d^X). 
Soit ip e C~(>Vg(s,£g(s)))- On pose, 

^gA^) = / ¥'{xy)dQy = / </3(a;exp(F))(iqF, a; e G. 
Alors (/9Gi e C,~(pi(>Vg(s,£g(s)))) et on a : 



Qg^ri^dox) = ©pi,f ((/?GiC^Gi2;)- (10.2) 

On suppose désormais que le théorème 8.4.1 est vrai pour Gi et Tr^^^f. 

— Ou bien Og^x^^g = 0, d^^ns ce cas Cgi,AT,si = et la formule (10.2) montre que le 
théorème 8.4.1 est vrai pour G et TTg^r- 

— Ou bien Og^x^^s 7^ 0- On note 0gi,T,si la fonction généralisée G'i(si)-invariante sur 
G^i(si)ep(s) associée à ©31,^ par le théorème 4.3.1. On se donne une mesure de Haar 
rfg(s)X (resp. (igj(s^)X) sur q{s) (resp. 0i(si)) . Le groupe G{s) (resp. Gi(si)) est muni 
de la mesure de Haar da(^s)X (resp. dGi{si)x) tangente à dg(^s)^ (resp. dg^(s^)X). En 
utilisant le théorème 4.3.1, on a : 

Q9iA'PGidG,x)= Ag,{x)-^ eg^^r,sAy)^G,{siy) 

X| det(l - (si?/)-^)(0,)^JpdGi(si)?/C?Gi/Gi(.i)i, 

OÙ dGi/Gi(si)X est la mesure Gi-invariante sur ^1/^1(51) tangente à la mesure de Haar 
quotient d^-^X / dgj^(^si)X sur 0i/0i(si) et (^g.^ est la fonction sur Gi définie par (fiGiiy) — 
(pG^xyx'^), 1/ e Gi. On a : 

^gufi'PG.dG.x) = |det(l -sr^)(0,)^Jp / Agi(x)-^ X 

-'Gi/Gi(si) 

L (lfli(si)eGW|np.|p'^Gi(siexp(.))cigi(si)^)'^i(5i)0gi,f,si(i/^Ogj,X,,.i^^Gi/Gi(si)i 

Maintenant, considérons la décomposition q = q(s) © q^ et choisissons des mesures de 
Haar (iq(s)X et rfq^X sur q(s) et q^ respectivement de sorte que d^X = (iq(s)X(iq^X. En 
utilisant la formule (9.6) appliquée à q{s) et q(s), nous pouvons écrire, pour a; G G et 

45 



)(PiW)/Gf^(«iexp(pi(X))) 



I det / { / (^^(sexp(X + Y) exp(Z))d„^Z}d„(,)y. 

Or, l'application g(s) — > 0i(si), X i — )■ pi{X), est linéaire surjective de noyau égal 
q(s). Ceci permet d'identifier 0(s)/q(s) à 0i(si). Pour / e 0i(si)*, on a : 

(l(0l(5l)eGW|n^|p)<^Gi''^(«ieXp(.))^^fll(5l)^r0l(.l) (0 = Idet^dXqlp X 

/ (^^(sexp(X)exp(Z))l(0(,)^^(^,i„^i^)(X)ç(< /,X >)rfq,Zrf0(,)X. 

Comme, pour tout Z e qs et X e Q{s)eG{s)\nF\p, 

exp(Z)sexp(X) exp(— Z) = sexp(X) exp(((sexp(X))~^ — l)Z), 

on a : 



(l(0i(^i).GWin^ip)<^Gi(siexp(.))c^Bi(si)^rfli(si) (0 = |detAdxJp|det(l-s 

= I det ^Idxqlpl det(l — 

X / (l(0(^).,(.),n,,,)</'^^^'^^^(«exp(.)d,(.)X)),(,f(Od,.Z. 

Cependant, 

I det(l - sr^)(0i)ai W det(l - 5"^)^^ |p = | det(l - s-^)^^ |p, 
I det 74ci(pi(x))gjp| det74(ixq|p = | det Acixg|p = Ag{x)~^, pour tout x E G, 

et 

Maintenant, en utilisant le fait que Gi/Gi{si) = exp(qs), nous obtenons de ce 

qui précède. 



QgA^dGx) = I det(l - \p J^^^^^^ ^g{x)-' 

L (l(0W.GW|n^lp)'^"(^ exp(.))cig(.)X)'g(,) ^g,r,sd^lO,,^,,dG/G{s)X. 



X 



C'est la formule cherchée. 

10.2.2 Nous retournons désormais à la situation générale du cas considéré en 9.2. 
Fixons une mesure de Haar à gauche dcx (resp. dux) sur G (resp. H) et notons d^X 
(resp. d^^X) la mesure de Haar tangente sur g (resp. [)) et réalisons la représentation 
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induite tt^.^ = IndfjTih^f = In(f^{Tig-^^fopi) (voir les formules (7.2) et (7.3)) en utilisant 
la mesure invariante dc/nx sur G/H, quotient de dcx par dnx. Soit (p G C^{G). On 
sait que l'opérateur Hg^T-i'^dox) est un opérateur à noyau continu donné par 

K^{x,y) = AG(y)"^ / AH,G{z)''^(f{xzy~'^)7rh,f{z)dHZ, 

J H 

et grâce au théorème de Mercer, on a : 

Qg^rifdGx)^ AG{x)'^Qh,f{^H,G~^^HdHz)dG/HX. (10.3) 

J G I H 



10.2.3 Dans cette section, on suppose que G.s fl iî = 0. Vu le choix de ^«(s), on a : 
Wg(s, eG{s))^H = 0. Ainsi, si le support de (p est inclus dans Wg(s, £g{s)) alors, pour 
tout X E G, = 0. Si tel est le cas, la formule (10.3) donne Qg T-{ipdGx) = 0. D'autre 
part, notre hypothèse implique aussi que Cg.Ar.s = ; le théorème est donc démontré 
dans ce cas. 

10.2.4 Maintenant, on se place dans le cas où G.s f] H $. On peut supposer que 
s e H. On pose 

Gs,H = {x E G tel que x^^sx G H}. 

Alors Gs^H est une sous- variété fermée de G. Le groupe produit G{s) x H opère à gauche 
dans Gs,H par la formule : {x, h). y = xyh"^. De plus, l'action conjugaison de H dans 
G.sDH se prolonge en une action de G{s) x H qui soit triviale sur G{s) x {1}. Avec ces 
notations, l'application 77 : Gg^n — > G.s HH, x 1 — > x'^sx, est G{s) x iï"-équivariante. 
Elle induit une bijection : 

rj : G{s) \ Gs,h/H H \ {G.s n H) 

G{s)xH I — )■ H.{x~^sx) = {hx~'^sxh~'^, h e H} 

En utilisant ([35] et [3]), on montre que G. s H H est une réunion disjointe d'un nombre 
fini de if-orbites : soit Xl — 1, X2, ■ ■ ■ 1 Xjji G Gs,H tels que 

m m 

GsnH^U H.{x-^sxi) et Gs,h = U Gis)xiH. 

i=l 1=1 

Pour i G {1, 2, ... , m}, on pose Si — x~^sxi. D'après ([28], Proposition 43.3.1), on a 



WG{s,£G{s))nH=ljWH{si,eG{s)). (10.4) 

i=l 

Soit (p G C^°°(Wg(s,£:g("S)))- On pose, pour l < i < m, ipsi = lwH{si,eG{s))^\H- En 
utilisant ce qui précède, la formule (10.3) s'écrit aussi : 
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;i0.5) 



l<i<m 



OU 



J G I H 



[10.6) 



10.2.5 Description de Og^x^^g en terme des Oh^x^^si On considère les décompositions 
suivantes. 

Q* ^ QisiY ® et r - H^iT ® 

On désigne par r l'application de restriction de Q* à ()* et par r^. la restriction de r 
à Q{si)*. Si E est une partie de Oh,x^,Si, on pose [E]s^ = G{si)rJ^{E). Alors, on le 
résultat suivant : soit / G g* dont la restriction à "g coïncide avec celle de g, et dont 
la restriction à Q{g) est égale à A,-. 

Lemme 10.2.1 On a : 

- r-\0,,x.) = H.f 

- r-\0,,x.)ng{s,y = r-\0,,xr,sù 

Og,X^,s = U Xi.[Oh,X^^Si]si 
l<î<m 

De plus, chaque Xi.[Oh,XT,Si]si est un ouvert de Og^Xr.s, réunion finie de G{s)-orhites. 
L'application uj i — )■ [a;]^. induit une bijection de H{si)\Oh^xT,si sur G{si)\[Oh,XT,si]si- 

L'analogue de ce résultat dans le cas réel a été démontré dans ([21], Lemme 8.2.1). 
Leur démonstration s'étend à notre cas. 

10.2.6 Dans ce numéro, on suppose Og^xT,s — 0- D'après le lemme précédent, on a 
Oh,x^,s, = 0, pour tout i G {1, • • • Supposons que le théorème 8.4.1 est vrai pour 
{H, h, f). Alors, Isi{(pdGx) = 0, pour tout i E {1, . . . , m}. Si bien que Qg^ri^dGx) = 0. 

10.2. 7 Dans ce paragraphe, on suppose désormais que Og^Xr,s 0- Comme la fonction 
généralisée 0^^- est G-invariante, on peut supposer que Ad*s.f = f. On choisit une 
mesure de Haar (ig(s)X (resp. (i(,(s)X) sur q{s) (resp. i){s)). On munit chaque g(sj) 
(resp. i){si)) de la mesure de Haar (ig(s.)X (resp. dt,(^s.)X) image de (ig(s)X (resp. (i(,(5)X) 
par l'isomorphisme : x~^ : q{s) — > Q{si) (resp. x^^ : i){s) — > i){si)). Le groupe 
G{si) (resp. H{si)) est muni de la mesure de Haar dG(si)X (resp. dH{si)x) tangente à 
dg(^si)^ (resp. dfji^g.^X). Pour chaque i G {!,..., m}, on désigne par Oh,f,si la fonction 
généralisée if(sj)-invariante sur H{si)sQ(^s) associée la fonction généralisée Qh,f P^^ le 
théorème 4.3.1. Alors, on a : 



ehA^H,G~HvlsidHz)^ [ ^H{y)~' [ Oh,f,s,{z)AH,G~HsiZ) 

JH/H{si) M^O.qW 

X(p''y{siz)\ det{l - {siz)~\^.\pdH{s,)zdH/H{s,)y, 
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où dH/H(s,)y est la mesure iJ-invariante sur H/H[si) tangente à la mesure de Haar 
quotient d^^X / d^(^si)^ sur 

Mais, pour tout z G H{si)sQ{s), on a : 

Ah,g{^) = 1 et I det(l - {s,z)-%Jp = \ det(l - 3^%^^. 

On pose c(si) = AH,G~^{si) \ det(l — s^^)if^.\p. Alors, on peut écrire, 

JH/H{si) 

Par hypothèse le théorème 8.4.1 est vrai pour {Gi, gi, f. A,-, eG{s),pi{si)). En appliquant 
les résultats de la section 10.2.1, on a : 



IsX^dGx) = c{si) f Ag{x)-' [ Aniv)-' X 

Jg/H JHIHisù 



X 



G/H JH/H{si) 



X(f>h,f,Sid^lOn,x,,,dH/H{s,)ydG/HX. 

La fonction 4>h,f,si (resp. (t)g,T,Si) est constante sur les iJ(s.j)-orbites (resp. G(si)-orbites) 
donc les nombres 0/i,f,s,(a;), u G H{si)\Oh,\,^si (resp. 0g,^,s,(a;), a; G G{si)\Og^Xr,si) 
sont bien définis. D'après la proposition 8.2.1, on a : 

(t>h,f,sA^) = 0g,r,si(M.JA|G(si)|det(l - s~^)(i-.,)b/dIp> ^ e H{si)\Oh,x,,si- 
Remarquons que 

c(si)A|,G(si)l det(l - s-^)(i_,.)0/„|p = I det(l - sr^)fl.Jp- 

Ainsi, 



/,,((^dGx) = I det(l - Sï\^^ |p Y. (t>g,rMsùIL'{^dGx) (10.7) 

WG//(si)\C'h,Ar,ai 

OÙ on a posé, pour uj e H{si)\Oh,Xr^si, 



rji^dGx) = j Ag{x)-' j Aniy)-' x 

JG/H JH/H{si) 
jj(U{si%^(s)M^'P''^i^i exPG(.i)( ■ )))t,{si)dt,{si)X)l,^Si) dHu^dH/H{si)ydG/HX. 
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Désignons par t)(si)"'" l'espace des formes linéaires sur g(s.j) nulle sur i){si) (que l'on 
identifie canoniquement avec (0(sj)/f)(sj))*) et par dfj^^.^^t la mesure de Haar sur i){si)^ 
duale de la mesure de Haar (ig(s^)X/(i[,(5^)y sur g(Sî)/f)(sj). Soit u G H{si)\Oh,x^^si- On 
peut écrire, 



lG{si)/H(si 



Jg/g(s,) Jg 

dt,(^s.)±tdn^{l)}dG(si)/Hisi)y}dG/G{s,)X. 

En appliquant la proposition 6.2.1 aux orbites ou et [wj^. dans f)(sj)* et on obtient, 

i:;{vdGx)= [ Ag{x)-'x (10.8) 

JG/G(Si) 

X (l0(^,).eWi„^|,V'''(Si expG(,.)( . ))dg^Si)Xyg{si)(l)d^l[u;U.(l)^dG/G{si)X. 

Reportant la formule (10.8) dans (10.7), on obtient, 

Is^iipdGx) = I det(l - s;'),^^ \p [ Ag{x)-' X 

JG/G{si) 

X <p9,r,Si{l)dfilOh,Xr,sM^^^} ^G/G{si)X 

Maintenant, pour tout / G 0(s)*, on a : x^^^.l G 0(sj)* et 
(lfl(-i)eGWin^i,</'''(«iexpG(,^)(.))ci5(,,)X)'0(,,)(xri.i) = 

Ci(lB(.)eGW|n^|, '(seXpG(,)( . ))dg(,)X)'0(,)(O, 

où Cj = I det(a;~^ : g(s) — î- 0(Sî))|p, le déterminant étant calculé relativement à une 
base, univolumique pour (ig(s)^ (resp. (ig(s.)F), de g{s) (resp. Q{si)). 

Comme x^^ induit un isomorphisme de variétés symplectique de Xi.[Oh,\^,si\si sur 
[Oh,\r,si]si, il s'en suit que 



/ , (V^)eGW|n^|,<^''''''(«eXpG(,)(.))cig(,)X)'0(,)(O0g,r,.(Oc?/^O«.A...(O 
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'[Oh, A. 
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Cependant, pour tout h G L^{G;G{s)), on a 

/ h{xX~^)dG/Gisi)X = 4 h{x)dG/Gis)X, 

JG/G{si) Jg/G{s) 

avec = I det(a:~''^ : Qs — ^ SsJlp, le déterminant étant calculé relativement à une base 
de Qs (resp. g^J, univolumique pour la mesure de Haar tangente à la mesure quotient 
sur G/G{s) (resp. G/G{si)). Il est facile de montrer que qc^ = Acixi). Il en résulte 
que 

lU^dGx) = I det(l - s"^)b,|p X 

X <i)g,r,s{^)d^lo,,,,^,X^)dG/G{s)X 

Compte tenu de ce qui précède et du lemme 10.2.1, on obtient 

Qg^ri^dcx) = j /^g{x)-^ \ f (lg(s),^(,)|„^|^<^"(sexpG(,)( . ))c?fl(s)^rfl(s)(0 

X 0g,r,.(O^^/^o«.A.,.(O} I det(l - dG/G{s)i:. 
D'où la formule désirée. 

Mesure de Plancherel. 

11 On sait, depuis les travaux de ([17], [8]), que si G est unimodulaire alors il 
existe une mesure d^n sur G, appelée mesure de Plancherel de G, qui est entièrement 
déterminée une fois fixée une mesure de Haar dcx sur G par : 

ip{l) = fTr{7r{(pdGx))dQfi{7r), pour tout (p e C^{G). 

J G 

L'objet de cette partie du présent travail est de décrire explicitement la mesure dg/x. 

12 Formes linéaires fortement régulières. Dans ce paragraphe nous allons étu- 
dier les formes linéaires fortement régulières de Q*. 

12.1 On désigne par k' soit le corps k soit le corps k. On pose Qk' = k' Ç^k Q- Un 
élément g de qI, est dit régulier si dim Qk'id) < dimgfc'(5f') pour tout g' G gl,. Si tel est le 
cas, Qk'ig) est une sous-algèbre de Lie algébrique commutative ([7], Proposition 1.11.7). 
On note alors l'ensemble des éléments semi-simple de Qk'ig)- Ainsi, jg est l'unique 
facteur réductif de Qk'{g)- La forme linéaire g est dite fortement régulière si jg est de 
dimension maximale. Dans ce cas, la sous-algèbre ]g est appelée sous-algèbre de Cartan- 
Duflo. L'ensemble des éléments fortement réguliers de q^, est noté Qk',t.r- Lorsque k' = k, 
l'ensemble qIi t.r est noté simplement g^ ^. 
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12.1.1 Soit une sous-algèbre de Cartan-Duflo de gg. On note \]i le centralisateur 
de jfe dans q^. Puisque )i est une algèbre de Lie réductive, on a = 1)^ © [j^., Qi\ ce qui 
permet d'identifier gî à f)î © [jfc,0jfc]*- 

Lemme 12.1.1 Soit l e [)| régulier comme élément de g|. On a 0^(0 )i — jfe; 

ce donne que l G g^^^- 



Démonstration : Puisque [j^,, f)^] = 0, [j^., [jf. g^]] C [jfc,gfc], et le fait que / est nulle sur 
[jfcjflfe]) on a. j]^ G Qk{l). Comme / est un clément régulier de g|, on a Qki^) C f);^ et 
jfe C }i. A cause de la maximalité de j^, on a = j;. ■ 



12.1.2 Soit B = {ei, . . . ,e2d) une base de [jik,gfc] et (ej[, . . . , Cg^) la base duale. Si 
l e on note nsil) le pfafîien de la restriction de la forme /3; à [j^, g^] calculé dans la 
haseB : A|_ = Tr^COe^A ... A e^^. 

Lemme 12.1.2 Soit / G f)|. Les assertions suivantes sont équivalantes : 
(2) f est régulier dans f)^ et TTsif) 7^ 0. 



Démonstration : Supposons que / G g|j^- D'après le lemme 12.1.1, on a Qk{f) C f)^, 
0fc(/) — 6t jfc = j/, ce qui prouve que la restriction de /3f à [jfc,gfc] est non 

dégénérée et par suite Tisif) 7^ 0- ^'^^^ maintenant / un élément régulier de J)^ tel que 
TTeil) ^ 0. Comme [fi^,, []k,g-k]] C [jfc,gfc], on a C gfc(/). Soit X G gfc(/), écrivons 
X = Xi +X2, Xi G et X2 G [jfe,gfc]. Pour tout F G [jfe,0fc], < ^, >= 

et ceci implique que < [X2,F] >= 0. Comme la restriction de (3i à [jfc,gÂ;] est non 
dégénérée, X2 — 0. Ainsi gjt(Z) C f)^ et par conséquent Q^{1) C i)k{l). Si bien que l'on a 
gj^(Z) = D'autre part, on a 

dim{)fe(/) < dim{)fe(/) = dimgfe(/) < dimg^(/). 

Il en résulte que 

dimf)fe(/) = dimf)fe(/) = dimgfe(/) = dimgfe(/). 
Ce qui prouve le résultat. ■ 



On pose i^l^^ = Qjctr- Comme l'ensemble des éléments réguliers de est un 
ouvert de Zariski non vide de [)|, on déduit du lemme ci-dessus que i^l^^ est aussi un 
ouvert de Zariski non vide de [)|. 



12.1.3 Le résultat suivant a un rôle important pour la suite de ce travail. 
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Proposition 12.1.1 Avec les notations ci-dessus, toutes les sous-algèbres de Cartan- 
Duflo de Q sont G -conjuguées. 



Démonstration : L'application a : \jk,Qk] ^ — ^ 0|) i^yf) ' — ^ cxp(X)./, est évi- 
demment polynomiale. Sa différentielle en (0,/o), ^ ^Itr l'application : x 
f)| — > 0^, {X, l) I — y X.Iq + l. Supposons que l'on ait, pour tout y G g^, < X.Iq + 
l , Y >= 0. En prenant Y G ï)^, on trouve que / = 0. Il en résulte que X G Qki^o)- P^'i' 
le lemme 12.1.1, X G 1)^ fl [jfc)0fe]; soit X = 0. La différentielle est donc injective, et 
surjective par argument de dimension. Ainsi, a est étale en (0,/o)- Si bien que l'image 
de Dk, Qk] X -^1 1 r ^ contient un ouvert de Zariski non vide V de g| formé d'éléments 
fortement réguliers. On en déduit qu'il existe ço G Q* tel que, notant l'élément de 
qui s'en déduit par extension des scalaires à k, on ait go G V. On a alors j^g = k <^k ')go- 

On se donne maintenant / G Soit f)'^ le centralisateur de jf dans et ^'It.r — 

'^'k* ^ ^Itr- raisonnement ci-dessus affirme l'existence des éléments Xi G 
^1 ^ -^l,t.r' ^2 e \)f,9-k], h e S^%t.r tels que 

exp(Xi).ii = exp(X2).i2- 

D'après le lemme 12.1.1, on a j/j = et = jf. On en déduit que et j/ sont 
conjugués par un élément de "G. On vient de montrer que l'ensemble V des sous- 
algèbres de Cartan-Duflo de g^. est un espace homogène, défini sur k, de "G. On note 
H le centralisateur de dans G. L'application canonique "G/"H — > V induit une 
bijection "G-équivariante de ("G/"H)fc sur V^. En utilisant ([3], Proposition 1.12), les 
orbites de "G dans ("G/"H)fc correspondent bijectivement aux éléments du noyau de 
l'application canonique H^{k, "H) — > H^{k, "G). Or, H^{k, U) = 0, pour tout groupe 
unipotent U défini sur k. Il s'ensuit que les éléments de constituent une seule orbite 
sous l'action de "G. ■ 

Arrivé à ce stade, nous allons démontrer le résultat suivant. 

Lemme 12.1.3 L'ensemble est un ouvert de Zariski, non vide, G-invariant de Q* . 

Démonstration : On suppose que est défini sur k. On note H le centralisateur de 
jk dans G. C'est un sous-groupe fermé, défini sur k, de G. Considérons le morphisme 
K, : G Xn-^ltr — ^ S|' ^ /] S'SSOcie x.f. Puisque k, est injectif et dominant, il 
est de type fini. Comme k est étale, d'après ([31], III. 10. Théorème 3) le morphisme n 
est plat. D'après ([29], Théorème 2.12) le morphisme k est ouvert. Ainsi, g|^^, qui est 
l'image de k, est un ouvert de g|. Il est défini sur k puisque k. et sont définis sur 
k. Si bien que g^^, qui est l'ensemble des points rationnels de 0^^^, est un ouvert de 
Zariski, non vide, de g*. Il est clair qu'il est G-invariant. ■ 



12.2 On suppose désormais que G est unimodulaire. 
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Proposition 12.2.1 // existe un ouvert de Zariski 0^, non vide, G-invariant de g* 
contenu dans qI^. tel que, pour tout f G Qq, l'orbite co-adjointe G.f soit fermée dans q*. 

Démonstration : D'après [5], il existe une partie G- invariante U de 0| ouverte et dense 
dans 0|, telle que toute G-orbite contenue dans U soit fermée dans 0|. On sait qu'il 
existe / e non nul, tel que Df — {X e g^/ f{X) ^ 0} soit contenu dans U. 

Soit (vi, . . . ,fm) une base de g. Alors {y\, . . . ,Vm) est une base de g^. Désignons par 
(vl, . . . , v^) la base duale dans g|. Relativement à cette base, on a / G k[xi, .... x^]- 
Soit kl une extension galoisienne finie de k contenant les coefficients de /. Notons b 
le groupe de Galois de ki sur k. Posons / = riffeb f^- ^st clair que / 7^ et que 
/ e k[xi, . . . ,Xm\- Si bien que est un ouvert de Zariski (non vide) de g|, défini sur 
k, et contenu dans U. 11 en résulte que UxecX-Dj est un ouvert de Zariski, défini sur k, 
G-invariant, et il est contenu dans U. La proposition résulte alors du lemme suivant.» 

Lemme 12.2.1 Soit g G g*. On note g l'élément de g| obtenu à partir de g par 
extension des scalaires à k. Si G.g est fermée (de Zariski) dans g| alors G.g est fermée 
dans g* pour la topologie p-adique. 

Démonstration : Puisque la sous- variété G.^ est lisse, on démontre par une méthode 
analogue à celle utilisée dans ([43], Théorème 1) que le fermé (G.^)^ de g* est une 
sous- variété fc-analytique de g*. Pour tout / G {G.g)k, l'application de G^ dans (G.^)^ 
qui à X associe Ad*x.f est une submersion. Il s'en suit que l'orbite de chaque élément 
de {G.g)k sous l'action de G^ est ouverte dans (G.^)fc. Comme l'orbite Gk-g est le 
complémentaire d'une réunion de G^-orbites dans (G.^)^, elle est fermée dans g*. 
D'autre part, pour tout / G G^-g, l'application de G dans Gk-g qui à x associe Ad*x.f 
est une submersion. 11 en résulte que l'orbite G.g de g sous l'action co-adjointe de G 
est fermée dans g*. ■ 

13 Désintégration d'une mesure. 

13.1 Posons U — '^G et u — "g. Fixons go G Qq- Désignons par uq sa restriction 
à u. Notons j la sous-algèbre de Cartan-Duflo de gigo). Fixons un facteur réductif t 
de g contenant j. Considérons la décomposition g = t © u et la décomposition duale 
g* = t* © u*. Alors, pour tout g G fie et pour tout t G t*, on a : 

- l'orbite co-adjointe de t + g sous l'action de G est fermée dans g* ; 

- ô{t + 9)^9(9) ■ 

On peut supposer désormais que 

nG = t* + Qg. 

On note Qu l'image de l'application restriction de g* à u*. Alors iîu est un 

ouvert de Zariski non vide, G-invariant, de u* et on a : 

= t* + Qu- 
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On désigne par flcu les formes linéaires de type unipotent de Via- On a alors 

Qg = t* + î1g,«. 

Lemme 13.1.1 La sous-algèbre j est un facteur réductif de q{uo) et tout facteur ré- 
ductif de G{go) est un facteur réductif de G{uo). 



Démonstration : Soit r^g un facteur réductif de q{uo) contenant j et r un facteur réductif 
de g contenant tu^. Soit X e r^o. Si F G r et Z G u, on a : [X, F] = et < Mq, [X, Z] >— 
0. Donc 

< go, [X, Y + Z] >=< ^0, [X, Z] >=< uo, [X, Z] >= 0. 
Si bien que X e j. 

Soit un facteur réductif de G (go) et Ru^ un facteur réductif de G{uo) contenant 
Rgg. Soit X e RuQ- On a : 

< x.go, Y + Z >=< go, x~^Y + x~^Z > = < go,Y > + < uq, x^'^Z > 

= < go,Y > + <uo,Z > 
= <go,Y + Z>, 

pour tout Y e t et Z e u. Donc x G Rg^ . m 
Proposition 13.1.1 L'orbite G.Uo admet une mesure positive G -invariante. 



Démonstration : Il suffit de démontrer que le sous-groupe G{uo) est unimodulaire. 
Posons b = j + u et 6 la restriction de go à b. On voit b est un idéal de Q et que 
b(6) = q{uo). 

D'autre part, l'application g/b x b{b)/Q{go) — > k, {X,Y) i — > F) est non dégé- 

nérée, G((7o)-invariante. Comme l'action de Rg^^ dans g/b est unimodulaire donc l'action 
de Rgg dans b{b)/g{go) est unimodulaire. Etant donné que G est unimodulaire et l'ac- 
tion de RgQ dans g/Q{go) est unimodulaire, l'action de Rg^ dans Q{go) est unimodulaire. 
Il en résulte que l'action de Rg^^ dans g{uo) est unimodulaire. ■ 



13.2 Fixons des mesures de Haar dgX, d^X, et djX sur g, u, et j respectivement. 
Désignons par dcx la mesure de Haar sur G tangente à dgX et par ds^^x la mesure 
de Haar sur By^^ = G{uo)U tangente à la mesure de Haar df^X = d^Xd^Y sur b. La 
mesure de Haar quotient sur G/B^q est notée dc/RuQ^- Désignons par d^u^uo 1^ niesure 
de Liouville sur l'orbite co-adjointe U.Uo- 

Lemme 13.2.1 Si ip est une fonction borélienne positive sur G.Uq, on pose luoiv) = 
Ig/Bu Iu.uo^i^^)^l^u.uo{O^G/B^gX. Alors, luo définit une mesure positive G-invariante 
sur Ô.uo- On la notera Pg.uq- 
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Maintenant, nous allons démontrer le résultat suivant. 

Proposition 13.2.1 On suppose que go est de type unipotent et que ^g.uq est une 
mesure de Radon sur u*. Soit (p G C^{q). On a : 

[ {i^^\{l)dPG.uo{l) = [ [ {^),{l)d,,o,,,S)dA. 



Démonstration : On a : 

{(^^XxUl) = [ (Jd^) f[ + Al + A2)dt,xA2rfj*Ai, 

OÙ l est la forme linéaire sur g nulle sur t et dont la restriction à u est l. Donc 



{i^^)^il)dPG.uoil) 

/ / / {vdQX){xy.ùo + Xi + X2)di,±X2dj*Xidu/u{uo)ydG/B^i 

Jg/Buq Ju/U{uo) Jb-^X)* ^ ^ / V y / 

/ {(fd^X) (xy.ûo + Al + X2)db±X2du/u(uo)ydG/Bu^xdj*Xi 



If JG/Buo JU/U{uo) 

Cependant, Bu^{h) — RgJJ{uQ), il s'ensuit que 



Il {^dgX)(xy.ùo + Xi + X2)dt,±X2du/uiuo)ydG/Bui 

Jg/Buq Ju/U{uo) ib-L " s / V ; / 

Si bien que l'on a : 



{^\ud.X\{l)d(5G.uo{l) = I I {^d,X) {l)d^o,„x{l)dfX. 

G.uo Jj* JOg^^x 



13.3 Le résultat suivant a son propre intérêt. 

Proposition 13.3.1 Soit tp une fonction borélienne positive suru*. L'application 

ue9.u — > lu{v) 

est borélienne. 



Démonstration : Désignons par J le sous-groupe connexe de G d'algèbre de Lie ] et 
par J l'image réciproque de dans G. On note B — JU . Alors B est un sous-groupe, 

56 



algébrique, normal de G, d'algèbre de Lie j + u. On voit que B est un sous-groupe de 
i?„Q d'indice fini. On munit B de la mesure de Haar tangente à d^Xd^Y. Par un calcul 
élémentaire, on a : 

luif) = ,TD^ TDi f I ^{xl)diiu.u{l)dG/Bi, pour tout u e ^u- 

[±>u '■ -DJ JG/B JU.u 

Remarquons que 

/ ip{xl)diiu.u{l) = / f{l)dlJ>u.xu{l)- 

JU.u JU.xu 

Il suit que l'application {x,u) G G x Qu i — y j'^^Lp{xl)diiu.u{l) est borélienne. Si bien 
que l'application u G Q^u — V Jqi^ j\j^ip{xl)diiu.u{l)dG/Bi est borélienne. 

Dans la suite, nous allons montrer que u G Vlu ' — ^ 'W~Ë\ borélienne. On désigne par 
J^{G) l'ensemble des sous-groupes fermés de G que l'on munit de la topologie de Fell 
[15]. L'application u G VLu ' — ^ G{u) est borélienne. Donc A := {{u, G{uj), u G flu} est 
un borélien de flu x ^{G), où Q^u x T{G) est muni de la structure borélienne produit. Il 
suffit maintenant de démontrer que a : {u,G{u)) & A \ — )■ [B^ : -B] G N est borélienne. 
Nous allons prouver, en fait, que a est séquentiellement semi-continue inférieurement. 
Soit {uni G{un)) une suite convergente dans A vers (m, G{u)). On a : 

aiu^Giu)) <\\m inf q;(m„, 

n-^+oo 

En effet, soit m une valeur d'adhérence de la suite {a{un,G{u^)). Il existe une sous- 
suite telle que lim„^+oo «(m/3(„), G'(it^(„))) = m. Soit x^ = e,...,x'^ 
{d — a{u, G{u))) des éléments de B^ — G{u)U tels que 

d 

S„ = □ x'B. 

i=l 

Comme U est un sous-groupe de B, on peut supposer que G G{u). Il existe une 
suite G G{up(^n)) convergente vers ,t*, 1 < i < rf. Soit 1 < i ^ j < d. On 



a 



^^(ri)(''^^(n)) ^ — ^ x'^xJ) ^ ^ fi. Comme est fermé dans G, il suit que, pour n assez 
grand, a;^(„)-B H ar^^yj^-B = 0. Si bien que, pour n assez grand, «(«/^(n), G(m^(„))) > rf. 
D'où m > d. u 



13.4 On désigne par du*l la mesure de Haar sur u* duale de la mesure de Haar d^X 
sur u. On a le résultat suivant. 

Proposition 13.4.1 // existe une unique mesure borélienne positive /i^ sur G\u* telle 
que l'on ait 

/ (fi{l)du4 = / d/iui^^) / (p{l)d/3^{l) 

Ju* JG\u* Ju> 

pour toute fonction (f, borélienne positive, ou intégrable pour du*l sur u*. 
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Démonstration : La démonstration de cette proposition est de même style que celle 
donnée par ([12], Lemme 5.1.7). ■ 



Soit a* un réseau dans u*. La proposition ci-dessus montre que pour presque tout 
ou e G\u*, on a : 

/ lro"a* (0'^/5i^(0 < +00, pour tout n e Z. 

J Lû 

Si bien que, pour presque tout eu G G\u*, la mesure dp^, est une mesure de Radon. 
14 La mesure de Plancherel de G. 

14.1 Rappelons que Qg,u est l'ensemble des formes de type unipotent contenu dans 
Qg- Soit g G ^G,u- D'après la proposition 12.1.1, il existe a; G G tel que jg = x.) 
soit l'unique facteur réductif de Q{g). On munit ]g de la mesure de Haar (ij^X, image 
de la mesure de Haar d^X sur j par l'application j — > j^, X 1 — )■ x.X. Soit Rg un 

facteur réductif de G{g) (d'algèbre de Lie )g). On note {Rl)_ l'ensemble des classes des 

représentations unitaires irréductibles r de R^g telle que t(1, —1) = — Id. Alors {Rl)_ 

est un ouvert de Rl (voir [16], Corollaire du Théorème 1.3). On désigne par d^ax la 

mesure de Haar sur R^ tangente à di X et par d^T la mesure de Plancherel de Rl 

correspondante. Si r G (-Ra)_, on désigne par r ®Xg l'élément de Ycig) défini par 
T ® XgM = XgivMx), xeRl,ye ""Gigy. 

L'application {Rg)_ — > YG{g), t \ — > T®Xg est un homéomorphisme : elle est continue 

bijective, l'application réciproque étant YG{g) — > {Rg)_, r 1 — y t^j^b qui est continue 
d'après le corollaire du théorème 1.3 de [16]. On note alors dgT la mesure image de 
d-r^T sur Yaig). Remarquons que cette mesure ne dépend pas du choix de Rg. 

Kg 

14.1.1 On désigne par Zg le centre de R^ et par N — {(1, —1), (1, 1)}. Alors Zg est 

un sous-groupe fermé, d'indice fini, de R^ contenant N. Soit xo le caractère non trivial 

de et Zg_ = {x G Zg,x\N = Xo}- Alors, Zg_ est ouvert et fermé dans Zg (voir [42], 
Chapitre 6). On munit Zg de la mesure de Haar dzgZ restriction de la mesure de Haar 
dj^BX sur R^ et Zg de la mesure de Haar d*z^x duale de dz^z. Pour chaque x ^ Zg_, on 
pose 

{R% ^{reRl tel que T\Zg = (dimT)x}. 

Si / est un ensemble fini, on note |/| le nombre de ses éléments. D'après ([18], Théorème 
4.1), on a, pour tout p G C~(i?0), 

/ Tr{T{l3dj,Bx))d^T= L E dimTTr(T(/3d^oa;))-^d^^X- (14-1) 
JiRÎ)- JZg_ \Rg/^g\ 
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14- 1-2 Fixons < e < a^. Alors, Rgi^N est un sous-groupe ouvert compact de Zg. 
On pose (R^^N)^ = {x & Zg, X\r1^n = C'est un sous-groupe compact de Zg. On 
munit (R^^^N)-^ de la mesure de Haar normalisée dsX et Zg/{R^g^^N)^ de la mesure de 
Haar quotient (i^gX = c?ZgX/'^£X- On a : 

On munit également le sous-groupe compact {}g^£\np\j,)'^ de j* de la mesure de Haar 
normalisée et fg/ {)g,£\nF\p)'^ de la mesure de Haar quotient d*\. On a : 

d* A = ;^ r- 5^- 

Remarquons que 

mes(iî0,iV) = 2mes(jg,^|„^|J. 

D'autre part, chaque élément A G jp/(jg,£|njr|p)''" définit un caractère tpx de R^^e^ en 
posant, 

V'â(1, -1) = -1 et V'Â(expR0(X)) = ç(< \ X >), pour tout X G jg,e|ni.|p, 

A étant un relèvement de A dans j*. Alors, l'application A i — > ip)^ est une bijection de 
i;/(W|n.|J^ sur {RÎS)_ {x e (^), x(l, -1) - -1}- 

Il en résulte que, pour toute fonction a mesurable positive ou intégrable sur Zg_, l'on a : 



k "0^''*^.'^= l U.^,,, L.,. <^(hM^ (14.2) 
■0X étant un caractère de Zg prolongeant 

Si bien que, pour toute fonction a mesurable positive ou intégrable sur {Rg)_, l'on a : 
«(r)d^r = - I ! y r^^a(T) dexd* X. (14.3) 



14.2 Pour g E Q* de type unipotent et r G Ya{g), on rappelle que Tig^r est la classe 
de représentations unitaires irréductibes de G, associée à {g,T) par la méthode des 
orbites de Kirillov-Duflo. Si Tig^r est admissible alors Qg^T désigne son caractère, c'est 
la fonction généralisée sur G définie par la formule (6.1). 
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Proposition 14.2.1 Soit go G ^g.u- On note uq sa restriction à u. On suppose que 
dPa.uo mesure de Radon. Soit ip G C^{G). Alors, pour tout g G G. go , la 

fonction r i — > Qg^ri^dax), définie sur Yaig), est mesurable et on a, 

/ \Qgr{ipdGx)\cdgr < +00. 
Jyg{9) 



Dans ce qui suit nous allons démontrer cette proposition. 

14.2.1 Pour m G et X e ((^RfyV)_, on note 

m{Rl)^ = {r G {Rl)_ , dimr = m et Ti^b^jv = x}- 
Alors m(-Rfl)^ est une partie localement fermée de {Rl)_. Elle est localement compacte. 
• On suppose que le support de ip est contenu dans G^- On a, pour tout r G m{RV)y^-i 
QgA'PdGx) =dimT / (93oexpdgX)^(/)(i/xo (/), 



où A G j* vérifiant xi^Wci-^)) — '^^-^ >); pour tout X G )g,e\np\p- Ainsi, la 
fonction r 1 — > Qg^ri^dcx) est constante sur ^(-^3)^- Comme ((i?g)eiV)_ est au plus 
dénombrable, on en déduit que la fonction r 1 — )■ Q g^T^ipdcx) est mesurable sur 

• Soit s 7^ 1 un élément semi-simple de G et < e{s) < min{£, a'g.(s), a^(s)} tel 
que l'application : G Xg{s) G{s)e(s) — > Wg(-s, £:(s)), [x,y] 1 — > xsyx~^, soit un difféo- 
morphisme. On suppose que (p G C^(Wg(s, £(s))). On a, pour tout r G miRg)^, 



eg,r{^dGx)^\det{l- s ^)g/g(s)|p ^ (t>g,T,si^s) 

L,n>. / (l6(-)eW|n^|,<^?°expdg(,)X)'^(,)(0d//a,,(0c^G/G(.)à^- 

Cependant, pour chaque x G i?^, la fonction r 1 — > Trr(x) est continue sur miRV}^- 
Ainsi, pour chaque uis £ ^g,\ ^ fonction r 1 — > (f)g,T,s{^s) est continue sur 

m{Rg)-)^- Si bien que la fonction r 1 — > Qg^rifdax) est continue sur m{Rg)-)^- On conclut 
que la fonction r 1 — > Qg^T-ifdG^) est mesurable sur {Rg)_. 

• Soit 5* un système de représentants des G-orbites semi-simples de G. En utilisant 
une partition de l'unité subordonnée à (Wg(-s, £:(s)))ses, on voit que la fonction r 1 — > 
Qg^ri^dGx) est mesurable sur {Rg)_. 
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14-2.2 Soit o un réseau de q contenu dans tel que K = exp(j(o) soit un sous-groupe 
(compact ouvert) de G et 93 soit i^T-bi-invariante. On a : 

1 

1k * if* 1k ^^P, 



{mes{K)) 



où on a noté, pour cpi, ip2 G C^{G), (pi * ip2{x) = lGVi{y)V2{y ^x)dGy, x e G. Soit 



'Hg,T une réalisation de iTg^r et soit v G 'Hg^r- On a '■ 



< Tig^r{^dGx)v,v >= ^^gg^^^^2 < 7rg,^(<^c?G2^)7rp,r (lKC?Ga;)v, 7r5,^(li^dGa;)v > . 

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz (| < C)C > |c ^ IICIMKII) ^ ^g,T) et le 
fait que iTg^T est unitaire, on a : 



I < 'Kg^r{vdGx)v,V > le < < T^g,T{^KdGx)v,ng^r{iKdGx)v > 

<M^< Trg^r{lKdGx)v,v >, 
où — Jg \^{x)\cdGX- En utilisant une base hilbertienne de T-Lg^r, on obtient, 

\QgA^(^Gx)\c < M^Qg^lKdGx). 

Soit A e j* tel que T^Ri^N — (dimT)'^^. On a : 

\Qg,T{^d,Gx)\c < M^dimr / (1;^ o exp^ cigX)'^(m)ci//c>g ^(m). 
Par conséquent, en utilisant la formule (14.3) puis la proposition 13.2.1, on a : 

fr^^ \QgA'PdGx)\cd--,T<^M^ f I (UoexpcrfgX)^g(m)d/io (m)dj*A 

< l-M^ [ {Ikhu o exp duX)Al)d^G.uo{l) < +00. 

Z JG.uq 



Proposition 14.2.2 Soit Qq G ^g,u uq sa restriction à u. On suppose que d^G.uo 
est une mesure de Radon. Alors, pour tout g G G.gç,, on a : 

[ ^gAvdcx) dgT = ]- f {f\u o exp d^X) {l)d/3G.uo{i) (14.4) 
pour tout (fi e C^{G). 
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Grâce à la proposition ci-dessus, on pose, pour uj G G\VLu, 

Q^{(pdGx) =2 Qg^{LpdGx)dgT, 
où g E flG,u dont la restriction à u appartient à eu. 

Corollaire 14.2.1 Soit (p G C^{G). La fonction ou i — > Qi^{(fdGx) est d/iu-intégrable. 

14.3 Le résultat principal de cette partie est le suivant. 
Théorème 14.3.1 Pour tout cp G Cf{G), on a : 



ip{l)= e^{ipdGx)di^u{(^). (14.5) 
Jg\u* 



Démonstration : Le théorème 14.3.1 résulte de la formule (14.4) et de la proposition 
13.4.1. ■ 



15 Démonstration de la proposition 14.2.2 Soit g G 0,g,u telle que d^Q.ig^y) 
soit une mesure de Radon. Soit Rg un facteur réductif de G {g). 

15.1 Dans ce numéro, nous allons démontrer la proposition 14.2.2 lorsque (p G 
C^{Gs). Soit A G 'fg/{ige\nF\ )"'') ^ 1^11 relèvement de A, et ipx le caractère de 

V'â(1, -1) = -1 et ipxiexpjiiiX)) = ç(< X,X >), pour tout X G )g,e\np\p- 

On désigne aussi par ip^ un prolongement en un caractère de Zg. Soit ip G {R^^^N)^. 
Pour tout T G (i?^)'^^.^, on a. 



QgA'PdGx) = dimr / {(p o exp dgX)'g{l)di^o„ xi^)- 
Comme Ere(iî,«)-;^.^(dimT)2 = \Rg'^/Zgl on a : 

Y. 'î^ny^^aA'PdGx)^ f {(poex.pdgXys{l)dno,Al)- 

Si bien que l'on a : 
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{ipoexpdgXyg(l)diio,,^{l)dlX. 

La formule (14.4) résulte alors de ce qui précède, de la formule (14.3), et de la propo- 
sition 13.2.1. 

15.2 Soit s un élément semi-simple de G, s 7^ 1, et < e{s) < minje, ads), 0^(5)}. 

15.2.1 Soit if e C^{Wg{s,s(s))) et Â e j*/(W|nHj^- 
Proposition 15.2.1 On a : 



E L,,. E ^^^e,A^dax)d.^^o. (15.1) 



Dans ce qui suit, nous allons prouver ce résultat. Soit A' G {jg,s(s)\nF\p) / {}g,e\nF\p) ■ On 
note Â -I- Â' = Âo et Ao G j* un représentant de Âq. 

— On suppose que Og^x^^ fl Q*{s) = 0. D'après le théorème 8.4.1, on a, pour tout 
ip e {Rl^^N)-^ et pour tout r G {Rg^y^p-^^.^, 

QgAvdox) = 0. 

— On suppose que Og^Xo l~l 7^ 0. Comme 0^^,- est G-invariante, on peut supposer 
désormais s E Rg. On choisit s G iî^ un relevé de s. Soit ip G {R^^^N)-^. En appliquant 
successivement les théorèmes 4.3.1 et 8.4.1 , on a, pour tout r G {Rg^Tii^-^^.ip): 



QgA^dax)^ / ^p,r,.(z/)<^(a;Z/sa; ^)|det(l - (sî/) ^)a/a(s)\pdG{s)ydG/G(s)X 

JG/G(s) JG{s)^^s) 

= I det(l - s-i)g/g(,) \p J2 'Pg,r,s{^) 

L,r.r ^ / (l0W.WI~^lp<^^' ° CXp dg(,)X)^g(,) (/)rf/X^ (/)rfG/G(s)i. 

Cj /(jxys) J (jJ 

• En premier lieu, on suppose que s ^ Zg. 

Lemme 15.2.1 On a, pour toute G{s)-orbite eu dans Cp,Ao l~l0*(s), 

Y, dimT0g,^,s(a;) = 0. 
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Il résulte du lemme ci-dessus que l'on a : 

^ \t^7 l '^aA^^Gx) = 0. 

• En deuxième lieu, on suppose que s G Zg. Soit uj G C^p.Ao ^ et x G G tel que 
x.{g + Ao) G UJ. On peut supposer que x = 1. On a : 

KtÀ^) = cTr(r(s)) = c (dimT)(V'Âo-'0)(s), 

où c est un nombre complexe bien déterminé (voir paragraphe 8.1 pour la définition de 
4>g,T,s)- Il en résulte que 



- Premier cas : on suppose que s G Rg^e. Alors, on a : 
Il s'en suit que 

E L ^ dimrTr(r(s))4^ 

Compte tenu du choix de e{s), on a s ^ ^ge{s)^- Ainsi, le deuxième membre de 
l'égalité ci-dessus est égale à 0. 

- Deuxième cas : on suppose que s ^ Rg^^. Alors, il existe ipo G (R'^^^N)^ tel que 
ipo{s) 7^ 1. Par suite, on a : 

/ il{s)de'll^ = V'o(s) / ll){s)de'll^ = 0. 

Ainsi, la proposition est démontrée. 

15.2.2 Soit (f G C~(>Vg(s,£(s))). H résulte de la proposition 15.2.1 que l'on a : 

/ Qg^ri^dcx) dgT = 0. 
JYaig) 

D'autre part, on a : Wg(s, n C/ = 0. Si bien que l'on a : 

/ {(fp o ex.pd^X)^{l)dnG.(g^^){l) = 0. 
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15.3 Soit S un système de représentants des G-orbites semi-simples de G. La pro- 
position 14.2.2 résulte des résultats établis dans les paragraphes 15.1 et 15.2 et d'une 
partition de l'unité subordonnée à (WG{s,e{s)))sçs- 

15.4 Démonstration du lemme 15.2.1 On note x — V' V'Âo- D'après le théorème 
de Probenius, on a : 

®re{Rir^ (dimr) r = Ind^^x- 

Il en résulte que l'on a, 

y: dimrIV(r(â))= IV(( Ind|x)(â))- 

La représentation induite Ind^^x agit dans l'espace "H^ des fonctions continues (p de 
à valeurs dans C vérifiant : 

= X{y~^)v{x): pour tout X e Rl,y e Zg. 

On désigne par {yi,y2, ■ ■ ■ ,ym) un système représentatif de R^/Zg. On définit, pour 
chaque i G {1,2,..., m}, une fonction fi par : 

fi{x) ^ si X ^ QiZ et fiiçiy) = x(ï/~^), POur tout y G Zg. 

On vérifie que {fi, i ~ 1,2,..., m} est une base de H^. Si / G on note la 
fonction définie par 

/*(a;) = /(s~^x), pour tout x G Rg. 

Pour chaque i G {1,2,..., m}, on note ji l'entier de {1, 2, ... , m} tel que syi G yjiZg. 
On pose = yj^Zi, Zi G Z^. Alors, on a : 

f!^x(zi)fj,. 

Compte tenu de l'hypothèse s ^ Zg, on a i ^ ji, pour tout i G {1,2,..., m}. Si bien 
que l'on a : 

Tr((lnd|x)(^)) = 0. 

D'où le lemme. 

16 Exemple. On pose 







/ 

a 





\ 

X 




G^ < 


{a,x,y)G = 





a-' 


y 


^ a ^ ^ x^y ^ k > 






.0 







> 
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Alors G est l'ensemble des points rationnels d'un groupe algébrique défini sur k. On 
note Q l'algèbre de Lie de G : 







/ 

X 





\ 

y 


> 









—X 


z 













"y 


> 



On pose El = {l,0,0)g,E2 = (0,1, 0)g, et = (0, 0, l)g. Alors, {Ei,E2,Es) est une 
base de g et on a : 

[El , E2] = E2 , [£"1 , £"3] = —E3 , [E2 , E3] = 0. 

Si bien que g est résoluble. La mesure de Haar dG{a,x,y)G = \a\~^dfi{a)dn{x)dn{y) 
de G est invariante par translations à gauche et à droite. Le groupe de Lie G est 
unimodulaire. 

16.1 Orbites co-adjointes. On désigne par {Ei , E2 , £3) la base duale de {Ei, E2, E3). 
Pour {a, /3, 7) e k^, on note fa,^^^ = a^i* + ^£2* + 7^3 et Oa,/3,^ = G-fa,p,j- On a : 

^a,l3,'y = {fa~l3x+'yy,l3a,ja-^ ,a&k^,X,y& k} . 

Les orbites co-adjointes fermées dans g* sont : 

(1) les points fa,ofi , en & k . 

(2) Oo,i,7 ,7G 

Les formes linéaires fortement régulières sur g sont fa,^,^, ^'Vec ^ (0,0). On a, 

pour (/3, 7) 7^ (0,0), 

G{fa,(}a) = {(!' x,y)G/ Px--fy ^0, x,y e k}. 
Si bien que l'on a j = 0. On pose ainsi 

Alors, fie est un ouvert de Zariski de g*, G-invariant. 

D'autre part, le radical unipotent de G est U — {(1, x, y)G, x,y E k}, d'algèbre de Lie 

u= {{0,y,z)g, y,ze k}. 
Pour (/3, 7) e /c^, on note îi(/3,7) = /3-E'2|u + 7-^3|u- Avec ces notations, on a : 

^^[/ = {«(/3,7)' /5'7 e /c""}. 

Soit F;/ le graphe de la relation déquivalence définie par G sur flu. On a : 

Tf/ = {(M(/J,7),'"(/3a,7a-i)) ,/3,7,« e ^""j- 
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On voit que Tu coïncide avec l'image du plongement : 

k"" — >QuX flu,Wn,a) ' — > {u{0,'r),U(0a,'ra--^))- 

Il en résulte que G\Qu admet une structure de variété A;-analytique telle que la pro- 
jection canonique de flu dans G\Qu soit une submersion. 

Pour & k^, on note C(/3,7) = G.U(^p^^). On a : 

^(/3,7) = {W(/3a,7a-i) G k""} = C(l,/37)- 

On en déduit que l'application : 
est un difFéomophisme. 

Pour 7 e /c^, on a C(i,7) est fermée dans u* et G(m(i,7)) = U. On munit U de la mesure 
de Haar du{l,x,y)a = dn{x)dn{y), u de la mesure de Haar du{0,y,z)g = dfj.{y)dfi{z), 
et u* de la mesure de Haar du*l duale de du{0, y, z)g. Alors, on a : 

Ainsi, pour toute fonction (/? continue à support compact dans u*, on a : 



(p{l)du4= / ip{l)diio^^ {l)dii{-^). 



16.2 Mesure de Plancherel de G. Soit 7 e /c^. On désigne par X7 le caractère de 
U défini par : 

X7((l' y)G) = ç(< /o,i,7, (0, a;, ï/)0 >) = <;{x + 7?/), X, y e A;. 

On note tï^ = Ind^X7. Alors, t^^ est une représentation unitaire irréductible de G. Elle 
se réalise dans LP'{k^, \x\~^diJi{x)), l'action de G étant définie par : 

7r7((a, X, y)G)v{b) = ^{h'^^x + 67y)(/7(a~^6). 

On a 7r7 est admissible. En effet, soit K un sous-groupe compact ouvert de G. Il s'agit 
de démontrer que {L'^{k^ ,\x\~^dii{x)))^ est de dimension finie. Pour cela, on note 
= {a e A;^/(a,0,0)G e i^}, = {(^,?/) e A;V (1, 2;, ï/)g e i^}- Alors, Ki (resp. 
^^'2) est un sous-groupe compact ouvert de k^ (resp. k"^). Soit iç G {L'^{k^ , \x\^^dii{x)))^ 
que l'on suppose non nulle. Si 6 G A;^ tel que ip{h) 7^ alors on a h^^x + 671/ G kerç, 
pour tout {x^y) G K2. Ainsi, il existe un compact M de k'^ dépendant de K2 tel 
que le support de tp soit contenu dans M. On note M l'image de M dans k^ / Ki 
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par la projection canonique de dans /Ki. Alors M est un ensemble fini et on a 
dim(L2(A;^ \x\p^di^{x)))^ < \M\. 

On note Qj le caractère de tTj. Pour tout (p G C^{G), on a : 

(^((1,0,0)g)= / e^{ipdGx)dii{'y). 
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